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Vorwort zur ersten Auflage (2004)

In diesem zweiten Band der Analysis soll die Welt der Grenzwerte, Ablei-
tungen und Integrale weiter untersucht werden. Im Unterschied zum ersten Teil
konnen wir uns nun ganz auf die analytischen Konzepte und Tatsachen kon-
zentrieren, denn die allgemeinen mathematischen Fragen (,, Wie schreibt man
einen Beweis auf?“, [ Was bedeuten die logischen Symbole?*, ...) wurden schon
behandelt.

Das Buch besteht aus weiteren vier Kapiteln. Am Ende sollten Sie alles
kennen gelernt haben, was heute nach allgemeiner Uberzeugung zu den grund-
legenden Ideen der Analysis gehort und in Vorlesungen hoherer Semester vor-
ausgesetzt wird. In Kurzfassung geht es um die folgenden Themen:

Funktionenrdume: Was bedeutet es, wenn eine Funktion eine andere appro-
ximiert? Welche Eigenschaften bleiben bei Approximationen erhalten?

Integration: Wie kann das (den meisten aus der Schule bekannte) Integral
fab f(x) dz mathematisch streng definiert werden?

Ausgehend von der Frage, wie man krummlinig begrenzte Flichen messen
kann, wird die Integrationstheorie in Kapitel 6 systematisch entwickelt. In Kapi-
tel 7 wird dann gezeigt, dass sich damit viele interessante Folgerungen ergeben.
Auch fiir Fragen, die mit Flachenmessung nichts zu tun haben.

Mehrere Verénderliche: Wie modelliert man Situationen, in denen eine Grofie
von mehreren Eingangsgrofien abhéingt? Wie kann man wieder mit Erfolg ,,im
Kleinen® einfache lineare Approximationen verwenden?

Neben den Standardthemen werden auch Fragen behandelt, die man in an-
deren Analysisbiichern nicht findet. Warum ist es zum Beispiel auch fiir die
intelligentesten Mathematiker nicht moglich, gewisse Integrale geschlossen aus-
zuwerten?

Das Konzept von Band 1 ist beibehalten worden: Neue Begriffe werden
ausfiihrlich motiviert, vor komplizierten Beweisen wird die Struktur erldutert,
und man findet im Text und nach jedem Kapitel zahlreiche Versténdnisfragen,
in denen auf die wichtigsten Punkte noch einmal eingegangen wird.

Auch gab es wieder eine produktive Zusammenarbeit mit einer Gruppe von
Studierenden, fiir die das erste Kennenlernen der Analysis noch nicht lange
zuriickliegt. Durch das Einarbeiten ihrer Erfahrungen sollten alle Anfinger-
schwierigkeiten beriicksichtigt sein.

Vorwort zur zweiten Auflage

In der zweiten Auflage sind einige Tippfehzler verbessert worden. Auch wird
das Hauptergebnis von Abschnitt 6.6, dass e*  nicht geschlossen integriert wer-
den kann, nun etwas ausfiithrlicher dargestellt.

Ehrhard Behrends, Berlin (Frithjahr 2007)



Einleitung

Im Laufe der Zeit hat sich herausgestellt, welche grundlegenden Tatsachen
in fast allen Teilbereichen der Mathematik eine Rolle spielen, rund um unseren
Globus sind die Anfingervorlesungen daher sehr dhnlich strukturiert. Insbeson-
dere gibt es Standards fiir die Analysis: Von allen Mathematikern dieser Welt
wird die Kenntnis der wichtigsten Ideen rund um Limites, Differentiation und
Integration vorausgesetzt. Auf die Themen, die in Band 1 noch nicht besprochen
wurden, wird hier in vier Kapiteln eingegangen werden. Der Inhalt des vorlie-
genden zweiten Bandes der Analysis kann wie folgt zusammengefasst werden.

Zunéchst behandeln wir in Kapitel 5 noch einmal Funktionen. Diesmal geht
es aber nicht darum, einzelne Funktionen zu definieren oder zu untersuchen. Es
soll vielmehr prézisiert werden, was es bedeuten kénnte, dass eine Funktionen-
folge gegen eine Funktion konvergiert. Es gibt dafiir eine Reihe von sinnvollen
Moglichkeiten, wir kiimmern uns hauptséchlich um punktweise Konvergenz und
gleichmdfige Konvergenz. In den Anwendungen wird dabei hiufig die Frage
wichtig, welche analytischen Eigenschaften dabei erhalten bleiben. Wir werden
(unter anderem) beweisen, dass gleichmiiflige Limites stetiger Funktionen wieder
stetig sind.

Gleichmiflige Konvergenz kann als Konvergenz in einem geeigneten normier-
ten Raum interpretiert werden, dabei ergibt sich im Fall stetiger Funktionen
sogar ein vollstdndiger Raum. Da die Tragweite von Kompaktheitsschliissen
schon in Band 1 hinreichend deutlich geworden sein sollte, ist die Frage nahe
liegend, wie man kompakte Teilmengen derartiger Funktionenrdume charakte-
risieren kann. Das ist auf iiberraschend einfache Weise moglich: Der Satz von
ARZELA-ASCOLI besagt, dass die Charakterisierung beinahe genauso ist wie im
endlich-dimensionalen Fall.

Im letzten Abschnitt des Kapitels werden dann einige berithmte Resultate
bewiesen, die sich auf vollstdndige metrische Raume beziehen: Der Banachsche
Fizpunktsatz, der Cantorsche Durchschnittssatz und der Bairesche Kategorien-
satz. Diese Resultate in Kombination mit der Vollstdndigkeit der wichtigsten
Funktionenrdume lassen iiberraschende und tief liegende Folgerungen zu, einige
werden dann auch in spéiteren Kapiteln bewiesen werden.

Kapitel 6 ist der Integration gewidmet, sie wird hier aus dem Problem der
Fléachenmessung entwickelt. Naiv kénnte man meinen, dass der Begriff | Fliche®
intuitiv klar ist. Das Problem ist jedoch komplizierter, wir werden auf die
Schwierigkeiten hinweisen und dann die Theorie des Riemann-Integrals syste-
matisch entwickeln.

Im ersten Anlauf wird das Problem zwar theoretisch gelost werden, es ist
damit jedoch noch nicht moglich, fiir konkret gegebene Funktionen das Inte-
gral auch wirklich auszurechnen. Diese Schwierigkeit wird durch den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung ausgeriumt, danach ist Integrieren so et-
was wie die Umkehrung des Differenzierens. Folglich kénnen alle Ergebnisse zur
Differentiation hier nutzbar gemacht werden.



viii

FEinige fithren zu sehr wirkungsvollen Verfahren, etwa zur partiellen Integra-
tion und zur Integration durch Substitution.

In den niichsten Abschnitten von Kapitel 6 wird der Integralbegriff erweitert,
auch werden Funktionen ndher untersucht, die durch Integrale definiert sind.
Das Kapitel schliefit mit der Diskussion eines tief liegenden Ergebnisses, durch
das die Grenzen unserer theoretischen Moglichkeiten beim Integrieren aufgezeigt
werden. Es wird bewiesen werden, dass man fiir gewisse — sogar recht einfache
— Funktionen auch mit den ausgefeiltesten Methoden keine Stammfunktion ex-
plizit angeben kann. Ein berithmtes Beispiel, das wir auch behandeln werden,
ist die Funktion e*”.

Integration war iiber das Problem eingefiihrt worden, gewisse Flichen zu
messen. Tatséchlich macht diese Frage nur einen Bruchteil der Bereiche aus,
in denen Integration eine wichtige Rolle spielt. Das soll in Kapitel 7 deutlich
werden. Wir diskutieren eine Reihe von Fragestellungen aus verschiedenen Teil-
gebieten der Mathematik, bei denen Eigenschaften des Integrals eine Schliissel-
rolle beim Auffinden der Losung spielen. Wir behandeln Approzimationen von
beliebigen Funktionen durch solche mit speziellen Eigenschaften, eine weitere
Formel fiir das Restglied in der Taylorformel sowie das Problem, die Linge von
Kurven zu bestimmen. In spéteren Abschnitten geht es um Zahlentheorie (unter
anderem wird dort gezeigt, dass e transzendent und w irrational ist), um das
Losen von Differentialgleichungen mit Hilfe der Laplacetransformation und um
grundlegende Ezistenzsdtze fiir Losungen von Differentialgleichungen.

Im letzten Kapitel wird die Theorie der Funktionen in mehreren Verdnder-
lichen behandelt. Solche Funktionen spielen immer dann eine Rolle, wenn eine
Grofle nicht nur von einem Parameter, sondern von mehreren Eingangsgriofien
abhéngt: Denken Sie etwa an die Wurfweite eines geworfenen Balles als Funk-
tion der Abwurfgeschwindigkeit und des Abwurfwinkels. Diese Theorie nutzt
ganz wesentlich Methoden der Linearen Algebra aus. Das, was man dariiber
wissen muss, wird im ersten Abschnitt zusammengestellt. Wir behandeln die
Hauptsétze der Theorie, am Ende des Kapitels kann man Eztremwertaufgaben
in mehreren Verdinderlichen 16sen (auch mit Nebenbedingungen), kann mit dem
Satz von der inversen Abbildung die Ableitung inverser Funktionen berechnen
und Funktionen untersuchen, die implizit definiert sind.

Soweit der Inhalt in Kurzfassung. Unterschiede zu anderen Analysis-Biichern
gibt es in den folgenden Punkten:

e Das Buch ist in enger Zusammenarbeit mit Studierenden entstanden, die
ihre Analysisausbildung noch in lebhafter Erinnerung haben. Folglich wur-
de besonderer Wert darauf gelegt, auf die Schwierigkeiten einzugehen, die
iiblicherweise beim ersten Kennenlernen auftreten. Deswegen gibt es auch
sehr ausfiihrliche Motivationen, und kompliziertere Beweise sind so aufge-
schrieben, dass die Struktur auch fiir Anfinger durchschaubar sein sollte.

e Um das Verstdindnis und das Lernen im Zusammenhang mit spéteren
Priifungsvorbereitungen zu erleichtern, sind fiir jedes Kapitel wieder Ver-



standnisfragen aufgenommen worden: Was sollte man wissen, was sollte
man konnen? Wer die meistert, kann Vordiplom- und Zwischenpriifung
gelassen entgegensehen.

Als Unterstiitzung des Verstehens beim Durcharbeiten sind auch wieder
eine Reihe von direkten Fragen an die Leser in den Text eingearbeitet.
Sie sind durch ein ,,7“ am Rand markiert, die Antworten sind am Ende
des Buches zusammengestellt.

Es gibt auch Ubungsaufgaben: Allen ist dringend ans Herz gelegt, sich mit
ihnen auseinander zu setzen. Mit der Mathematik ist es ndmlich wie beim
Klavierspielen, Reiten und Skifahren: Man lernt es nicht durch das Lesen
von Biichern, sondern durch die selbststdndige Auseinandersetzung mit
den auftretenden Problemen.

e Die Antworten auf die Verstéindnisfragen und die Losungen zu den Ubungs-
aufgaben findet man auf der Internetseite

http://www.math.fu-berlin.de/ behrends/analysis.

Dort kénnen Sie auch Fragen stellen (falls trotz aller Bemiithungen etwas
unklar geblieben sein sollte), Anregungen fiir die niichste Auflage geben
usw.

e Inhaltlich ist alles enthalten, was man von einem Analysisbuch erwar-
ten darf. Es gibt aber wesentlich mehr, Sie werden viele Informationen
finden, die erst in spéteren Semestern wichtig werden oder einfach nur in-
teressant sind: Feinheiten zur punktweisen Konvergenz, Existenzsiitze fiir
vollstdndige metrische Rdume, Laplacetransformation, Ergebnisse aus der
Zahlentheorie (w.a.: die Eulersche Zahl e ist transzendent), Englisch fiir
Mathematiker, ...

Um allen Lesern den Unterschied zwischen ,,Pflicht* und ,Kiir“ deutlich
zu machen, sind die Themen, deren genaues Studium man sich fiir spéter
aufsparen kann, durch das Zeichen ,,0“ markiert.

An dieser Stelle mochte ich allen herzlich danken, die mich beim Schreiben
der Analysis 1 und der Analysis 2 unterstiitzt haben. Ganz besonders gilt das
fiir Jorg Beyer, Martin Gotze, Sonja Lange, Timm und Vivian Rometzki und
Tina Scherer. Sie haben die jeweils erste Fassung mit den Augen eines Studien-
anfingers gelesen. Dadurch konnten viele Erlduterungen und Ubungsméglich-
keiten zusétzlich aufgenommen werden, um die ersten Schritte zu erleichtern.

Mein Dank geht auch an Dirk Werner: Er war immer ein geduldiger und
kompetenter Ansprechpartner, ich denke auch gern an die Zusammenarbeit beim
Schreiben des Beitrags ,,Englisch fiir Mathematiker® zurtick.

Ehrhard Behrends, Berlin (Frithjahr 2004)
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Kapitel 5

Funktionenraume

Wenn zur Losung eines konkreten Problems eine Funktion f mit speziellen Ei-
genschaften gebraucht wird, so kann man versuchen, sie durch Zusammensetzen
aus den bekannten Bausteinen zu konstruieren. So hatten wir zum Beispiel am
Ende von Kapitel 4 einige konkrete Differentialgleichungen gelost. Dieser Weg
fithrt aber nur bei eher einfachen Situationen zum Ziel. Erfolg versprechender
ist es, f als Element einer geeigneten Menge von Funktionen aufzufassen und
dann allgemeine Ergebnisse iiber solche ,,Funktionenrdume* anzuwenden, um
zu garantieren, dass ein f der gewiinschten Art existiert und dass es vielleicht
sogar eindeutig bestimmt ist.

Dadurch &ndert sich der Blickwinkel. Bisher haben wir uns Funktionen im-
mer durch ihren Graphen oder als Zuordnungsvorschrift vorgestellt, nun wird
es mitunter giinstig sein, sie sich als Punkt in einer Menge zu veranschaulichen.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels, in Abschnitt 5.1, sagen wir, was hier
unter Funktionenrdumen verstanden werden soll, die wichtigsten Beispiele wer-
den Rdume stetiger Funktionen sein. Dann geht es um Approzimationen: Was
soll es bedeuten, dass eine Funktion g nahe bei einer Funktion f liegt, was
heifit es, dass eine Folge (f,) von Funktionen die Funktion f , besser und besser
anndhert*?

Die zwei fiir die Analysis wichtigsten Moglichkeiten, das zu erkliren, sind
Gegenstand von Abschnitt 5.2. Dort untersuchen wir auch, welche Eigenschaf-
ten bei Konvergenz erhalten bleiben: Muss zum Beispiel f stetig sein, wenn
eine Folge stetiger Funktionen gegen f konvergent ist? Auch wird die Frage
beantwortet, ob man die neuen Konvergenzbegriffe als Konvergenz beziiglich
geeigneter Metriken interpretieren kann.

Dann folgt in Abschnitt 5.3 eine detaillierte Diskussion von Rdumen stetiger
Funktionen, die auf kompakten metrischen Rédumen definiert sind. Diese so ge-
nannten ,,C' K-Réume* spielen eine grofie Rolle in der Analysis, wir werden die
Vollstédndigkeit beweisen und durch den Satz von Arzela-Ascoli die kompakten
Teilmengen charakterisieren.

Um zu illustrieren, welche weit reichenden Folgerungen sich aus der Vollstéan-



2 KAPITEL 5. FUNKTIONENRAUME

digkeit ziehen lassen, werden in Abschnitt 5./ einige hiufig angewendete Ergeb-
nisse diskutiert. Wir behandeln den Banachschen Fizpunktsatz, den Cantor-
schen Durchschnittssatz und den Baireschen Kategoriensatz.

5.1 Funktionenriume

Ahnlich, wie wir in Abschnitt 2.5 Folgen zu Folgenriumen zusammengefasst

haben, sollen hier aus Funktionen Funktionenrdume gebildet werden. GroBtmogli-
che Allgemeinheit ist nicht angestrebt, wir werden fast ausschliefilich Funktionen

mit Werten in K betrachten (wobei das Symbol K wie in Band 1 fiir einen der

Skalarenkérper R oder C steht).

Sei M eine nicht leere Menge. Die Gesamtheit aller Abbildungen von M
Abb (M,K) nach K wollen wir mit Abb (M, K) bezeichnen. In einigen Spezialfillen ist uns
Abb (M, K) schon einmal begegnet. Es handelt sich zum Beispiel im Fall M = N
um die Menge s aller Folgen, und fiir M = {1,...,m} kann Abb (M,K) mit
dem K™ identifiziert werden?.

Abb (M,K) ist aber nicht nur eine Menge. Da im Bildbereich Elemente

addiert werden kénnen, kann man in nahe liegender Weise eine ,,Summe zweier
Funktionen® bilden: Sind f, g € Abb (M, K), so definiert man

< filr (f +9)(m) = f(m) + g(m)

Funktionen

fir m € M, auf diese Weise wird eine neue Abbildung f + ¢ € Abb(M,K)
erkldrt. Es ist dann leicht zu sehen, dass dieses neue ,,+“ fiir Funktionen Eigen-
schaften der Addition fiir Zahlen ,erbt“. So gilt:

o .+ ist auf Abb (M, K) assoziativ und kommutativ.

e Die Funktion m — 0 — man nennt sie die Nullfunktion — ist neutrales
Element.

e Jedes f hat ein inverses Element, ndmlich die durch m — — f(m) definierte
Funktion —f.

Die Kommutativitit zum Beispiel gilt deswegen, weil f 4+ g und g + f jedes m
auf die gleiche Zahl abbilden, ndmlich auf f(m) + g(m) = g(m) + f(m).

Ganz entsprechend kann man fiir f € Abb (M,K) und a € K die Funktion
af einfiihren, af ist natiirlich durch m — af(m) definiert. Betrachtet man
dann Abb (M, K) mit dieser Skalarmultiplikation und der vorher eingefiihrten
Addition, so sind alle Axiome eines K-Vektorraumes erfiillt; die hatten wir am
Ende von Kapitel 2 in Definition 2.5.4 zusammengestellt.

1) Abschnitts- und Satznummern, fiir die die erste Ziffer kleiner als 5 ist, bezichen sich auf
Band 1.

2) Damit ist gemeint, dass es eine ,,natiirliche® bijektive Abbildung zwischen beiden Mengen
gibt. Die ist — von Abb ({1,...,m},K) in den K™ — dadurch definiert, dass einem f das
m-Tupel (f(1),..., f(m)) zugeordnet wird.
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Die Tatsache, dass man in den meisten Fillen, in denen man eine Menge von
Funktionen untersucht, einen Vektorraum vor sich hat, ist der Grund dafiir, dass
man nicht von Funktionenmengen, sondern von Funktionenrdumen spricht.

All das ist nicht besonders tief liegend oder bemerkenswert. Jeder Schiiler,
der die Funktion 422 + 3sinz behandelt, , wei“ schon, dass es sich um ,das
Vierfache der Funktion x? plus das Dreifache der Sinusfunktion“ handelt. Auch
wir haben in Spezialfillen schon mit diesem Begriff gearbeitet, etwa als wir
gezeigt haben, dass Summen und Vielfache stetiger Funktionen wieder stetig
sind.

Genau so, wie man die Addition in K zur Definition einer Addition in
Abb (M, K) verwenden kann, kann man auch die Multiplikation heranziehen,
um ,, f - g“ fiir Funktionen f, g zu definieren. Die hat dann natiirlich wieder die
Eigenschaften, die sich direkt aus der Zahlenmultiplikation ableiten, sie ist ins-
besondere kommutativ und assoziativ, die Einsfunktion m +— 1 ist neutral, auch
gilt das Distributivgesetz.

Doch Achtung: Die Regel ,Die Eigenschaften von K implizieren Eigen-
schaften von Abb (M,K)* sollte wirklich nur als Faustregel aufgefasst
werden. Als Beispiel, wo dieses Prinzip nicht zutrifft, betrachten wir die
(falsche!) Aussage ,,Abb (M, K), versehen mit der Addition und Multipli-
kation von Funktionen, ist ein Korper®.

Fiir eine Begriindung muss man schon sehr genau hinsehen. Wenn man
versucht, die Korpereigenschaften zu beweisen, kommt man irgendwann
zu der Stelle, wo zu zeigen ist, dass von Null verschiedene Elemente ein
Inverses besitzen. Da die 1-Funktion das multiplikativ neutrale Element
ist, heifft das, dass eine Funktion ¢ zu f multiplikativ invers ist, wenn
f(im)g(m) = 1 fiir alle m gilt. So ein g wird es zu vorgelegtem f also
genau dann geben, wenn f an jeder Stelle von Null verschieden ist; in
diesem Fall ist g durch g(m) := 1/f(m) definiert.

Die ,Null“ in diesem Raum ist die Nullfunktion. f ist also verschieden
von der Null, wenn f bei irgendeinem m von Null verschieden ist.

Und deswegen liegt genau dann ein Koérper vor, wenn ,irgendwo® mit
,iberall* identisch ist, also nur dann, wenn M nur aus einem einzigen
Element besteht.

Im Fall K =R ist es auch einfach, den Ordnungsbegriff auf Funktionen zu
iibertragen: Sind f,g: M — R, so soll ,,f < ¢g“ die Abkiirzung dafiir sein, dass
f(z) < g(z) fir alle 2z € M gilt. Anschaulich bedeutet f < g einfach, dass der
Graph von f unter dem von g liegt.

Es ist leicht, mit Hilfe der Eigenschaften von ,<“ auf R nachzuweisen, dass
Abb (M,R) auf diese Weise zu einem geordneten Raum wird, die neue Relation
ist wirklich reflexiv, antisymmetrisch und transitiv (vgl. Seite 125 in Band 1).
Wie bei der Teilbarkeitsordnung auf der Menge der natiirlichen Zahlen handelt
es sich auch hier um eine Ordnungsrelation, bei der zwei beliebige Elemente nicht
notwendig vergleichbar sein miissen: Ist zum Beispiel f die Funktion x — z und
g die Nullfunktion auf R, so gilt weder f < g noch g < f.

» < fiir
Funktionen
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Die Menge aller Abbildungen spielt in der Analysis nur eine geringe Rolle.
Interessanter sind Teilmengen von Abb (M, K), die durch den gerade wichtigen
analytischen Aspekt definiert sind. Dadurch kommen Ridume stetiger, differen-
zierbarer (und spéter auch integrierbarer) Funktionen ins Spiel. Bemerkenswer-
terweise ergeben sich bei fast allen derartigen Konstruktionen Teilmengen von
Abb (M,K), die sogar einen Unterraum bilden. Letztlich liegt das daran, dass
die Limes-Abbildung linear ist (vgl. Satz 2.2.12(ii),(iii)) und dass so gut wie alle
interessanten Konzepte auf der Limesdefinition beruhen.

Hier einige Beispiele:

Definition 5.1.1. Es seien (M,d) ein metrischer Raum und I C R ein Inter-
vall.

(i) Cx (M) bezeichnet den Raum der stetigen Funktionen von M nach K,
also

Cx (M) :={f]fe€Abb(M,K), f ist stetig auf M}.

(ii) Sei k € N. Unter CE(I) versteht man dann die Menge der auf I defi-
nierten k-mal stetig differenzierbaren K -wertigen Funktionen, also die
Menge derjenigen [ : I — K, fiir die die erste, zweite, ..., k-te Ableitung
existieren und fir die die k-te Ableitung f®) auch noch stetig ist.

(111) C(I) ist der Raum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen von I
nach K.

Alle diese Réume sind Unterrdume des Raumes aller Funktionen und folg-
lich Vektorrdume. Der Nachweis ist in allen Féllen leicht, man muss nur die
entsprechenden Ergebnisse aus Band 1 zitieren:

e Die Unterraumeigenschaften von Ck (M) sind eine Umformulierung von
Satz 3.3.5(ii).

e Fiir die Unterraumeigenschaften der CE (I) ist nur an Satz 4.1.4 zu erin-
nern.

5.2 Punktweise und gleichméflige Konvergenz

Was heifit es, dass eine Funktion f ,nahe bei“ einer Funktion g liegt, wann
konvergiert eine Funktionenfolge (f,) gegen f7 Diese Fragen traten schon in
Band 1 auf, so wollten wir zum Beispiel im Abschnitt 4.3 (Taylorpolynome)
vorgelegte Funktionen in der Ndhe von zg so gut wie moglich durch ein Po-
lynom n-ten Grades approximieren. Es gibt viele Moglichkeiten zu sagen, was
»Approximation“ bedeuten soll, der geeignetste Ansatz wird von der Problem-
stellung abhéngen. Eine besonders wichtige Rolle spielen die ,,punktweise* und
die ,,gleichméfige” Konvergenz, die wir gleich kennen lernen werden. Dabei wird
im Bildraum ein beliebiger metrischer Raum zugelassen, auf diese Weise kénnen
skalar- und vektorwertige Funktionen gleichzeitig behandelt werden.
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Beide Konvergenzarten werden in der néchsten Definition eingefiithrt. Da-
nach wird untersucht, welche analytischen Eigenschaften auf die Grenzfunktion
iibertragen werden, und am Ende des Abschnitts werden noch einige topologi-
sche Fragestellungen im Zusammenhang mit den neuen Begriffen angesprochen.

Definition 5.2.1. Es sei M eine nichtleere Menge und (N, dy) ein metrischer
Raum, weiter seien f, f, : M — N Abbildungen.

(i) (fn)nen heifst punktweise konvergent gegen f, wenn fir jedes x € M die
Folge (fn(m))neN gegen f(x) konvergiert.

N fi fofsfs

A

Bild 5.1: Punktweise Konvergenz anschaulich

Mit Quantoren geschrieben, heifit das:

V'V 3 Y vl f2) <e.

e>0 €M noeN n>ng

(ii) (fn)nen heifit gleichmiBig konvergent gegen f, wenn das ng in der vor-
stehenden Definition nicht von x abhdngt, wenn also

V 34V VY (@ f@) <e.

e>0ngeN zeM n>ng

Bemerkungen/Beispiele:

1. Offensichtlich folgt aus der gleichméBigen Konvergenz von (f,) gegen f die
punktweise Konvergenz, denn 3V impliziert V3.

punktweise
konvergent

gleichmiflig
konvergent
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Als erstes Beispiel dafiir, dass die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt,
betrachte man

fm:R — R
x
T = —.
n

Dann ist (fy,)nen punktweise konvergent gegen die Nullfunktion, gleichmiflige
Konvergenz liegt aber nicht vor.

Begriindung: Fiir jedes = € R ist die Folge (fn(2))nen = (2/N)nen
als Vielfaches der Folge (1/n)nen gegen Null konvergent, das zeigt,
dass (f,) punktweise gegen Null geht.

Die Konvergenz ist aber nicht gleichméfig, schon fiir ¢ = 1 ist es
nicht moglich, ein ng zu finden, so dass | f,(z)| < € fiir alle  und alle
n > ng; ist ndmlich ng irgendeine natiirliche Zahl, so braucht man
nur n = ng und & = 2ng zu wihlen, dann ist ndmlich |f,(x)| = 2,
also nicht <e.

Machen Sie sich klar, dass eine entsprechende Aussage fiir jede durch die Glei-
chung f,(z) := g(x)/n definierte Funktionenfolge (f,) gilt, wobei g : R — R
eine vorgegebene unbeschriankte Funktion ist.

2. Man kann sich gleichméflige Konvergenz so vorstellen: Fiir jedes € > 0 muss
es ein ng geben, so dass alle f,, fiir n > ng im ,,e-Streifen um f* liegen:

4

Bild 5.2: Gleichméflige Konvergenz anschaulich

3. Wir betrachten nun die durch f, : z — 2™ auf [0, 1] definierte Funktionen-
folge (fn) (vgl. Bild 5.3). Sie konvergiert punktweise gegen

0 z€[0,1]
frx—
1 =1,

denn 1" - 1lund 2" — 0 fir 0 <z < 1.
Durch dieses Beispiel wird klar, dass punktweise Limites stetiger Funktionen
nicht stetig sein miissen.
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||||||||||||||||||||>%

Bild 5.3: Die Folge (2")nen

Ubrigens: Wir werden spiiter zeigen, dass gleichmifige Limites stetiger Funk-
tionen immer stetig sind, die Konvergenz kann im vorstehenden Beispiel also
nicht gleichméBig sein. Versuchen Sie zur Ubung, das direkt zu beweisen.

4. Da Limites im metrischen Raum N, wenn sie existieren, eindeutig bestimmt
sind, kann eine Folge (f,) hochstens einen punktweisen Limes haben. Anders
ausgedriickt: Geht (f,) punktweise gegen f und gleichzeitig gegen g, so folgt
f=y

5. Mit den iiblichen Bezeichnungen fiir Potenzreihen gilt: Ist a = (a,)nen, eine
Folge in K und f, das Polynom z ~— Z?:o a;z?, so konvergiert (fn)nen, auf
D, punktweise gegen die Funktion f,. Es handelt sich dabei lediglich um eine
Umformulierung der Tatsache, dass fq(z) = Y., anz". Etwas tiefer liegend ist
der folgende

Satz 5.2.2. Sei fu.(z) = Z:;O anz™ eine Potenzreihe mit positivem Konver-
genzradius R,. Dann konvergieren die Partialsummen-Polynome

n
fniz— E a;z’
Jj=0

fiir jedes R € R mit 0 < R < Ry auf {z | |z| < R} gleichmifig gegen fa.

Beweis: Wir wissen schon, dass Potenzreihen im Inneren des Konvergenzkreises
absolut konvergieren (Lemma 4.4.2), insbesondere ist also > |an|R" < oo.

Sei nun & > 0, wir wéhlen ng € N mit Y37 ., |ax|R* < € fiir alle n > n.
Dann gilt fiir diese n und alle z € K mit |z| < R:

o0 n
Z akzk — Z akzk
k=0 k=0

oo

Z akzk

k=n-+1

[fa(2) = fn(2)]
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o0
< Y el
k=n-+1
Iz < i
< D lam
k=n-+1
< €.

O

Wir untersuchen jetzt die Frage, welche Eigenschaften bei punktweiser bzw.
gleichmdfiger Konvergenz erhalten bleiben. Die tiefer liegenden Aussagen be-
treffen gleichméflige Konvergenz, fiir die punktweise Konvergenz formulieren wir
nur die folgende

Faustregel zur punktweisen Konvergenz:

Bei punktweiser Konvergenz bleiben alle diejenigen Eigenschaften
von Funktionen erhalten, die so formuliert werden kénnen, dass ge-
schlossene Ausdriicke von endlich vielen Funktionswerten und die
Zeichen =, < und > vorkommen.

Richtige Sétze wiren also z.B.:

e Essei N =R, und es gelte f,, — f punktweise auf M. Ist dann fiir ein xg
stets fr(z0) > 0, so gilt auch f(xg) > 0.

e Diesmal sei M = N = R. Konvergiert dann (f,,) punktweise auf M gegen
f und sind alle f,, monoton steigend, so ist auch f monoton steigend.

e Gilt f,, — f punktweise auf [0,1] und ist f,(0) = f,(1) fur alle n € N,
so gilt auch f(0) = f(1).

e Moglicherweise nicht erhalten bleibt zum Beispiel die Eigenschaft, bei ei-
nem festen z( einen strikt positiven Wert zu haben; das liegt natiirlich
daran, dass {z | > 0} nicht abgeschlossen ist.

® USW.

Um zum Beispiel die zweite Aussage zu beweisen, fixiere man z,y € R mit
x < y und betrachte die Folge (fn(y) — fn(as))neN. Nach Voraussetzung sind
alle Folgenelemente nichtnegativ, auch konvergiert sie wegen der punktweisen
Konvergenz der (f,) gegen f(y) — f(x). Und da der punktweise Limes einer
nichtnegativen Folge nichtnegativ ist, muss f(y) — f(z) > 0 und damit auch
f(z) < f(y) gelten.

Ko6nnen Sie die anderen Tatsachen begriinden? Konnen Sie auch ein Beispiel fiir
eine punktweise konvergente Funktionenfolge finden, fiir die sich die Eigenschaft

»Es gibt ein z € M, bei dem die Funktion > 1 ist.
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nicht von der Folge auf die Grenzfunktion iibertrigt? (Das zeigt, dass die Faust-
regel sehr vorsichtig angewandt werden muss.)

Wir sind hier nur an hinreichenden Bedingungen interessiert, durch die die
Ubertragung einiger spezieller analytischer Eigenschaften (Stetigkeit, Differen-
zierbarkeit) auf den Limes garantiert wird. Die in diesem Zusammenhang wich-
tigen Ergebnisse sind im folgenden Satz zusammengefasst:

Satz 5.2.3.

(i) Stetigkeit:
Seien (M, dnr), (N,dn) metrische Raume und f, fp, : M — N Abbildun-
gen. Konvergieren dann die f,, gleichmiBig gegen [ und sind alle f,, stetig,
so ist auch f stetig.

Kurz: Gleichmapfige Limites stetiger Funktionen sind stetig.

(ii) Differenzierbarkeit:
Seien f, fn : [a,b] = R Funktionen, so dass gilt:

e [, — [ punktweise auf [a,b];

e alle f,, sind differenzierbar, und (f})nen konvergiert gleichmdfig ge-
gen eine Funktion g : [a,b] — R.

Dann ist auch [ differenzierbar mit f' = g.

Kurz: Konvergiert (f,,) punktweise und (f]) gleichmdf$ig, so ist

(lim f,,)" = lim f7.

Beweis:

Bild 5.4: GleichméfBiige Konvergenz erhélt Stetigkeit

(i) Sei g € M. Wir zeigen die Stetigkeit von f bei zy durch ein £/3-Argument.
Wir beginnen mit der Vorgabe eines ¢ > 0, es ist ein positives 6 > 0 zu
finden, so dass dy (f(a:o)7f(x)) < e fiir alle x € M mit dps(x,z0) < 9 ist.

Stetigkeit und
gleichmiflige
Limites

Differenzierbarkeit
und gleichmiflige
Limites
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Dazu wiéhlen wir zunéichst ein n € N mit dy (fn (), f(z)) < /3 fiir alle
2 € M und nutzen nun die Stetigkeit von f,, aus: Es existiert § > 0, so dass
dN(fn(mo),fn(x)) < e/3 fiir alle x € M mit dy(z,20) < 0 ist. Fiir diese x ist
dann aber:

dy (f (o), f(2))

IN
SN
=z

(f(z0), fu(0)) + dn (fn(x0), fu(2)) + dn (fu(2), f(2))

L fLE.E
-3 3 3

= &
Also ist f stetig bei zg.
(ii) Sei xg € [a,b] vorgegeben, wir beweisen zunéchst:

v = v v fn(@) = fulzo)  f(2) = fzo) | _

<s, (5.1)
- —x
£>0 noeN n>no x€[a,b] = To =20
T#xo

d.h. auch die Differenzenquotienten konnen gleichméfig approximiert werden.

Sei dazu € > 0. Da (f}) gleichmiiBig gegen g konvergiert, existiert ein ng, so
dass fiir n > ng und alle z € [a,b]

[fa(x) = g(x)] <

N ™

gilt. Dann ist wegen der Dreiecksungleichung fiir alle n,m > ny und alle z in
[a,b] auch |f},(x) = f7,(x)] <e.

Wir zeigen nun, dass dieses ng auch (5.1) erfiillt: Seien also n > ng und
x € [a,b] mit z # xo beliebig vorgegeben. Zu jedem m > n existiert nach dem
Mittelwertsatz, angewandt auf (f,, — fi.), ein &, zwischen zp und x mit

(fn = fm)(@) = (fa = fm)(x0)

xr — X

= (fr = fr)(Em)-
Es folgt fiir jedes m > n:

fn(l) - fn(-TO) - fm(l) - fm(l'o)

r — X xr — X

’(fn — fm) (@) = (fn = fm)(x0)

< e

Da f,, — f punktweise gilt, folgt durch den Grenziibergang m — oo die Un-
gleichung (5.1).

Wir kommen zum Nachweis der Differenzierbarkeit von f bei xg. Sei dazu
(zk)ken eine Folge in [a,b] mit 2 — 2o und ) # xo fiir alle k& € N. Wir haben

zu zeigen, dass
p L) = I ()

= X
P T — To 9(z0)
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ist. Sei also € > 0. Wir wihlen n € N so dass

/ €
|7 (x0) — g(x0)| < 3
und
J@) = Jao)  fule) = fulaw)| _ €
T — X9 xr — Xg - 3

fir alle « € [a,b] mit x # x¢ gilt. Da f,, nach Voraussetzung differenzierbar ist,
existiert ein kg € N, so dass fiir alle & > kg

fo(wk) = fnl20) _ f,/l(fo)’ < f
Tr — To 3
Aufgrund der Dreiecksungleichung ist
Tk — Xo
f(.iCk) B f(xo) _ fn(xk) _ fn($0) + f’ﬂ/(xk) _ fn(mo) _ f»,/l(‘TO)"" f;l(xo)_g(zo)
T — Lo T — Xo T — o
fiir die k mit k > kg gilt also
f(xk) — f(xO) _g(mo)’ S c.
T — X
Damit ist
T — Lo
bewiesen. Das zeigt, dass f bei xq differenzierbar ist und dass f’(z¢) = g(xo)
gilt. (|
Bemerkungen:

1. In Teil (i) wurde sogar etwas mehr bewiesen als behauptet, ndmlich die Aus-
sage

Sind alle f,, stetig bei g € M (aber nicht notwendig stetig auf ganz
M) und gleichméBig konvergent gegen f, so ist auch f stetig bei xo.

2. Wir analysieren noch einmal den Beweis von (ii), irgendein z( sei fixiert.
Schreibt man (5.1) um, so folgt mit |x — z¢| < b—a und der Dreiecksungleichung,
dass

[fu(z) = f(2)] <e(b—a) + | falwo) = f(z0)]
fiir alle  und alle n mit n > ng gilt. Wegen f,,(z0) — f(zo) impliziert das die
gleichméfBige Konvergenz von f,, gegen f.

Begriindung: Ist €’ > 0 vorgegeben, so setze ¢ := €’/2(b — a). Wegen (5.1) findet man
ein no, so dass fiir n > ne und beliebige = die Ungleichung

|fn(2) = f(@)] < e(b—a) + |fn(zo) — f(zo)]

’
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gilt. Sucht man nun ein n1, so dass |fn(z0) — f(z0)] < €’/2 fiir n > nq, so ist wirklich
|fn(z) — f(x)| < € fiir alle x und alle n, die grofier als ng und ni sind.

Es wére also durchaus legitim, in der Voraussetzung ,punktweise® durch
»gleichmiBig” zu ersetzen, die grofiere Allgemeinheit ist nur scheinbar. (Was
nicht bedeutet, dass es bei Anwendung des Satzes auf konkrete Situationen
nicht bequem sein kann, nur punktweise Konvergenz zeigen zu miissen.)

3. Man kann Teil (ii) des Satzes mehrfach anwenden, um Aussagen fiir hohere
Ableitungen zu erhalten.

Seien etwa zweimal differenzierbare Funktionen f1, fa,. .. gegeben. Wir set-
zen voraus, dass es Funktionen f, f* und f** gibt, so dass gilt:

e (fn) konvergiert punktweise gegen f;
e (f!) konvergiert punktweise gegen f*;
e (f) konvergiert gleichméBig gegen f**.

Dann ist f zweimal differenzierbar und es gilt f' = f* sowie f” = f**.

Zur Begriindung wende man zunéchst Teil (ii) des Satzes auf die Folge (f})
an. Nach diesem Teil ist f* differenzierbar, und es gilt (f*)" = f**; aulerdem
ist nach der vorstehenden Bemerkung (f/) sogar gleichméBig konvergent. Eine
nochmalige Anwendung von (ii) garantiert dann, dass f differenzierbar und dass
[ = f* ist, und damit ist alles gezeigt.

Es sollte klar sein, wie eine Verallgemeinerung fiir k-mal differenzierbare
Funktionen formuliert werden miisste.

4. Da fiir Potenzreihen > :° a;z* die f, : z — > i, ;2" nach Satz 5.2.2 auf
allen Mengen {z ’ |z] < R} (wo R < R,) gleichméBig gegen fq : 2 +— Y o0 a;2"
konvergieren, impliziert (i) sofort die Stetigkeit von Potenzreihen bei allen z
mit |z| < R,, man muss das Ergebnis nur fiir irgendein R mit |z| < R < R,
anwenden.

Wir hatten im ersten Band in Satz 4.4.8 gezeigt, dass Potenzreihen im Innern
des Konvergenzkreises differenzierbar sind und dass gliedweise abgeleitet werden
darf. Das folgt noch einmal — allerdings nur fiir den Fall K = R — aus Teil (ii)
des vorstehenden Satzes. Man beachte nur, dass >, an2" und Y oo g na,z"
auf allen Mengen {z | |z| < R} (wo R < R,) nach Satz 5.2.2 gleichmifig durch
die Partialsummen approximiert werden.

5. Beide Teile von Satz 5.2.3 implizieren Aussagen fiir Funktionenreihen:

o Ist g =3 gn (punktweise definiert) und ist die Konvergenz gleichméfig,
so ist im Falle stetiger g,, auch g stetig.

® g1,g2,... seien auf [a,b] definierte reellwertige differenzierbare Funktio-
nen. Die Reihe Y ¢, sei punktweise konvergent, dadurch kann eine Funk-
tion g := > g, punktweise definiert werden.

Ist dann Y7 g/, gleichmiBig konvergent, so ist ¢’ = >~ gh,.
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Um das einzusehen, muss man nur die vorstehenden Ergebnisse auf die durch

fa=g0+ag+ - +9n

definierte Folge (f,,) — also auf die Folge der Partialsummen — anwenden.

6. Sogar gleichméfige Konvergenz f, — f impliziert im Falle differenzierbarer
fn nicht die Differenzierbarkeit von f. Die Zusatzvoraussetzung, die gleichméfi-
ge Konvergenz von f),, ist also wirklich notwendig. Dazu betrachte man Funktio-
nen f, fn : [—1,1] = R, die durch f(z) := |z| und f,(z) := \/2? + 1/n definiert
sind. Man ,,sieht“ dann an der nachstehenden Skizze, dass (f,,) gleichmiBig ge-
gen f konvergiert®; die f, sind iiberall differenzierbar, f hat aber bei zg = 0
keine Ableitung;:

R

Bild 5.5: ,,Glatte* Approximation von z — |z

7. Neben den beiden Teilen das Satzes gibt es noch ein weiteres wichtiges Ergeb-
nis zur Ubertragung von Giiteeigenschaften bei gleichmiifiger Konvergenz. Das
wird erst im néichsten Kapitel griindlich behandelt, soll aber der Vollstdndigkeit
halber schon hier im Vorgriff angegeben werden:

Sind fn,f : [a,b] — R und konvergieren die f, gleichméBig ge-
gen f, so ist im Falle Riemann-integrierbarer f,, auch f Riemann-
integrierbar. In diesem Fall ist lim f: folx)dz = f; f(x)dz.

Kurz: Im Falle gleichméBiger Konvergenz ist lim f: fn= f; lim f,,.

3)Beweisen kann man es natiirlich auch: Aus
2?2 <a? +1/n < (o] + 1/\/5)2
folgt sofort f(z) < fn(z) < f(x) + 1/4/n und damit die gleichméBige Konvergenz.

Integration und
gleichmiflige
Limites
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Die wichtigsten drei Ergebnisse zur Ubertragung analytischer Eigenschaften sind
hier noch einmal in Kurzform zusammengefasst. Man beachte, dass alle mit der
Voraussetzung der gleichméfligen Konvergenz anfangen und dass beim zweiten
noch eine Zusatzbedingung erforderlich ist.

1. Aus f, — [ (gleichmiBlig) folgt im Fall der Stetigkeit der f,
die Stetigkeit von f.

2. Aus f, — [ (gleichmiiBig) folgt die Differenzierbarkeit von f,
falls alle f, differenzierbar sind und die Folge (f}) gleichméBig
konvergent ist; in diesem Fall ist lim f}, = f'.

Es ist dann also (lim f,,)’ = lim f}, unter sehr starken Voraus-
setzungen diirfen folglich Ableitung und Limes vertauscht werden.

3. Aus f, — [ (gleichméBig) folgt im Falle der Integrierbarkeit
der f,, dass auch f integrierbar ist und dass lim fj fulz)dx =

ff f(x)dz gilt.

GleichmiBige Konvergenz impliziert wegen 5.2.3(1) die Stetigkeit der Grenz-
funktion. Umgekehrt kann in manchen Fillen aus der Stetigkeit der Grenzfunk-
tion auf die Giite der Konvergenz geschlossen werden:

Satz 5.2.4 (SaTz vON DiNi®). Sei K ein kompakter metrischer Raum, und
fn, [+ K — R seien stetige Funktionen. Wir setzen wvoraus, dass die Folge
(fn) monoton steigt oder monoton fdillt: Fiir alle x und alle n gilt also stets
fo(x) < frg1(x) oder stets frn(x) > foii(x). Konvergiert dann (fy) punktweise
gegen f, so ist die Konvergenz f, — f sogar gleichmdfsig.

Kurz: Kompaktheit plus Monotonie plus Stetigkeit der Grenzfunktion verbes-
sert im Fuall stetiger f, die Konvergenzgiite.

Beweis: Sei etwa die Folge (f,) monoton steigend, fiir monoton fallende Folgen
(fn) kann die Aussage durch Ubergang zu — f,, darauf zuriickgefithrt werden.
Sicher ist wegen der Monotonie f > f, fiir alle n, und deswegen lauft der
Nachweis der gleichméfligen Konvergenz darauf hinaus, zu € > 0 ein n mit der
Eigenschaft f —e < f,, < f zu finden (s. Bild 5.6).

Wir betrachten fiir n € N die Funktion ¢, := f — f,. Wegen der voraus-
gesetzten Stetigkeit der f, und f sind die g, stetig, auch gilt g, > 0. Folglich
existiert, da K kompakt ist, fiir jedes n € N ein z,, € K mit

\v/gn < gn Tn)

zeK

Die Folge (z,) hat wegen der Kompaktheit von K eine konvergente Teilfolge
(Tn, ), es gelte etwa x,, — 29 € K.

4) Dini war Professor in Pisa, spiter auch Senator. Er schrieb wichtige Arbeiten zur Theorie
der reellen Funktionen, heute ist er am bekanntesten durch seinen Konvergenzsatz.
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N

A

Bild 5.6: Gleichméifiige Konvergenz der f,, gegen f

Sei nun & > 0 vorgegeben. Da die Folge (g,,) punktweise gegen die Nullfunk-
tion konvergiert, existiert ein m € N, so dass 0 < ¢,,(z9) < /2 gilt, und da g,,
stetig ist, gibt es ein 6 > 0, so dass

Y |z =0l <8 = |gm(x) — gm(z0)| <
zeK

N ™

Nun kann man wegen x,,, — xo ein kg € N wiihlen, so dass |zg — xp, | < 0 fiir
alle k > kg ist.

Setze ng := max{ng,, m}. Dann gilt fiir alle n > ng und alle z € K:

Gno ()

gno(xno)

(gna (wno) — Yno (1‘0)) + 9n, (‘TO)
€ 13

273

e.

gn ()

IN N

IN

Wegen g, > 0 fiir alle n € N ist g,(z) < € dquivalent zu |g,(z)| < e, und damit
haben wir gezeigt, dass (g,) gleichmiiflig gegen die Nullfunktion konvergiert.
Das ist aber gleichwertig zur gleichmifiigen Konvergenz von (f,,) gegen f. O

Bemerkung: Im Beweis spielten die drei Voraussetzungen
e Stetigkeit der Grenzfunktion
e Monotonie der Funktionenfolge
e Kompaktheit des Definitionsbereiches

eine wichtige Rolle. Tatséichlich wird der Satz auch falsch, wenn man auch nur
eine wegléisst:
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e Die Folge z +— 2™ ist auf dem kompakten Intervall [0, 1] monoton fallend.
Wir haben schon auf Seite 6 bemerkt, dass sie punktweise, aber nicht
gleichméflig gegen eine unstetige Funktion konvergiert.

Das heifit: Die Stetigkeit der Grenzfunktion ist unverzichtbar.
e Die gleiche Folge ist auf [0, 1] punktweise, aber nicht gleichméflig gegen

die — stetige — Nullfunktion konvergent. Folglich ist die Kompaktheit des
Definitionsbereiches wesentlich.

e Betrachte schlielich die folgenden, fiir n > 2 auf [0, 1] definierten Funk-
tionen f,:

nr xe€[0,1/n]
fu(®) =X 2—nz xz€[l/n,2/n]
0 z€[2/n,1].

Bild 5.7: Die Funktionenfolge (f,,)

Die Folge (f,) konvergiert dann punktweise, aber nicht gleichmiifiig gegen
die Nullfunktion.

Wenn man also auf die Monotonieforderung verzichtet, wird der Satz
falsch.

Einige Leser haben sich vielleicht gefragt, ob sich die neu eingefiihrten Kon-
vergenzbegriffe fiir Funktionenfolgen vielleicht auf schon Bekanntes, ndmlich das
Konvergenzkonzept fiir Folgen in metrischen Rdumen , zuriickfithren lassen. Fiir
alle, die es genau wissen wollen, sind nachstehend die wichtigsten Tatsachen zu-
sammengestellt: Sie konnen sie beim ersten Lesen einfach zur Kenntnis nehmen,
die zugehorigen Beweise sind teilweise nur skizziert, teilweise auch ein bisschen
technisch.
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e Ist M eine nichtleere Menge und (NN, d) ein metrischer Raum, so gibt es
eine Metrik d auf der Menge aller Abbildungen von M nach N mit der
folgenden Eigenschaft:

Sind (fn)nen und f Abbildungen von M nach N, so ist (f,)
genau dann gleichmiflig konvergent gegen f, wenn d(f,,, f) — 0.

Diese Tatsache wird oft dadurch ausgedriickt, dass man sagt: ,,Die gleichmé&fi-
ge Konvergenz ist metrisierbar.“

Beweisidee: Wenn man bemerkt, dass fiir f,g: M — N die Aussagen
Fiir alle z € M ist d(f(z),g(z)) <e

und
sup d(f(z),g(z)) <e

dquivalent sind, ist es sehr verfiithrerisch, d durch

d(f,g) :=supd(f(z),g(z)) (Achtung: vorldufige Definition)

zu definieren. Das einzige Problem dabei ist, dass d(f, g) moglicher-
weise den Wert Unendlich annimmt, wenn beliebig grole Abstéinde
zwischen den Funktionswerten von f und g vorkommen (wie zum
Beispiel bei f : z +— 0 und g : © — =z auf R). Da uns aber fiir die
gleichmilige Konvergenz sowieso nur ,kleine“ Abstidnde interessie-
ren, kann man die Schwierigkeit durch eine kleine Modifikation behe-
ben: Man definiert d(f, g) als die kleinere der Zahlen sup,, d(f(z), g(z))
und 1, also

(7. = min{ sup(f(e), 9(0). 1},

Das ist wirklich eine Metrik auf der Menge aller Abbildungen von
M nach N, und Konvergenz bzgl. d ist dquivalent zur gleichméfligen
Konvergenz.

e Ist M ,nicht zu grofl“, so ist die punktweise Konvergenz metrisierbar.
Genauer: Ist M hochstens abzihlbar, so gibt es eine Metrik d auf der
Menge der Funktionen von M nach N, so dass d(f, f,) — 0 genau dann
gilt, wenn (f,,) punktweise gegen f konvergiert.

Beweisidee: Wenn M sogar endlich ist, ist alles ganz einfach, dann
kann man d durch

d(f.g):= Y _ d(f(z),g(x))

reM

definieren. Die behauptete Gleichwertigkeit folgt dann daraus, dass
Summen von Nullfolgen wieder Nullfolgen sind und jede der Zahlen
d(f(z),g(x)) durch d(f,g) majorisiert wird.

Im abzéhlbaren Fall kénnte 3, ,, d(f(z), g(x)) den Wert Unendlich
annehmen, und deswegen braucht man wieder einen kleinen Trick. Er
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besteht darin, statt der vorstehenden Summe eine zu betrachten, die
erstens garantiert konvergiert und die zweitens nur dann , klein“ wird,
wenn alle Summanden , klein“ werden. Die folgende Definition leistet
das Verlangte: Man schreibt M als {z1,z2,...} und erklirt dann d
durch

a(r.9) = 3 e minf (1o gte)) 1}

Die rechts stehenden Minima sind durch 1 beschrénkt, folglich er-
zwingt der Faktor 1/2" die Konvergenz. Und dann ist es nicht schwer
nachzurechnen, dass d eine Metrik ist und dass die d-Konvergenz
wirklich der punktweisen Konvergenz entspricht.

e Im Allgemeinen ist die punktweise Konvergenz nicht metrisierbar. (Ein
Beispiel dazu findet man im nachstehenden Satz.)

Satz 5.2.5. Es gibt keine Metrik d auf Cx ([0,1]) mit der Eigenschaft, dass
die bzgl. d konvergenten Folgen in Ck ([0,1]) mit den punktweise konvergenten
Folgen tibereinstimmen.

Beweis: Bevor wir mit dem Beweis beginnen, soll die Beweisstruktur erlautert
werden. Wir wollen doch zeigen, dass es keine Metrik d auf Ck ([0, 1]) mit der
folgenden Eigenschaft gibt:

d(fn, f) — 0 ist gleichwertig dazu, dass (f,) punktweise gegen f
konvergent ist.

Diese Eigenschaft einer Metrik auf Ck ([0,1]) wollen wir fiir diesen Beweis E
nennen.

Wir werden nun zeigen, dass Folgendes gilt: Wenn d die Eigenschaft E hat,
dann folgt daraus, dass d diese Eigenschaft nicht hat, und daraus folgt, dass es
ein d mit E nicht geben kann.

Das ist vielleicht etwas verwirrend, deswegen soll das logische Fundament
dieser Argumentation noch kurz erlautert werden. Wir hatten auf Seite 22
in Band 1 festgestellt, dass p = ¢ gleichwertig zu =(p A —q), d.h. zu =pV ¢
ist. Interpretiert man p als die Aussage ,,d hat E“, so folgt aus dem (noch
zu fithrenden) Beweis von p = —p, dass =p V —p = —p gilt: So ein d hat
also nicht E, und das entspricht der Bchauptungs).

Sei nun d eine Metrik auf Ck ([0,1]), so dass d-Konvergenz und punktweise
Konvergenz iibereinstimmen. Wir werden eine Folge (f,,) in Ck ([0, 1]) angeben,
die punktweise gegen die Nullfunktion 0 geht, fiir die aber nicht d(f,,0) — 0
gilt; damit hidtte d nicht die Eigenschaft E, und aufgrund der eben gegebenen
Begriindung wéren wir dann fertig.

5) Anders formuliert besagt das Argument, dass eine sinnvoll definierte mathematische Ei-
genschaft nicht gleichzeitig gelten und nicht gelten kann.
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Es sei € [0,1] und k eine natiirliche Zahl. Mit g, , bezeichnen wir die
folgende ,,Hutfunktion“ von R nach R: Es ist g, x(t) = 0 fiir ¢ < z — 1/k und
fiir t > x+1/k, die Funktion ist 1 bei « und wird zwischendurch linear ergé’mztﬁ).

=

4

9z.k

1

|
i B R R T R EY SRR U] N S A R

Z 1

Bild 5.8: Die Funktion g,

Der Einfachheit halber nennen wir die Einschriinkung von g, auf [0,1]
genauso. Dann ist klar, dass simtliche g, , zu Ck ([0, 1]) gehoren. Fixiere nun
irgendein = € [0,1]. Die Funktionenfolge (g, 1)ren geht nicht punktweise ge-
gen die Nullfunktion (die hier einfach als 0 bezeichnet wird), und folglich ist
(d(ga,k,0)) wen Keine Nullfolge. Unter Verwendung des Limes superior und Satz
4.4.5(vi) heiit das: Es ist

e = limsup d(gz %, 0) > 0.

k—o0

Wenn wir das fiir alle z machen, ergibt sich eine Familie (7]w)ze[071] von strikt
positiven Zahlen. Wir nutzen nun ein Kardinalzahlargument um zu zeigen, dass
man ,,viele* 7, auswihlen kann”, die , gleichmiiflig groB* sind:

Behauptung: Es gibt eine unendliche Teilmenge A von [0,1] und ein 7 > 0, so
dass n, > 7 fiir alle z € A gilt.

Beweis dazu: Setze fiir m € N

JANSES {x

Dann ist Ay C Ay C -+, und jedes x liegt in irgendeinem A,,: Da 7, > 0 gilt,
ist 1/m < n, fiir geniigend grofie m. Angenommen, alle A,,, wiiren endlich. Dann

1
x€[0,1], nz>—}.
m

6)In Formeln bedeutet das: Es ist 9o, k(t) = k(t—x)+1 fir z — 1/k <t < z, und fiir die
z<t<ax+1/kist gy p(t) := —k(t —x)+ 1.
7)Eine dhnliche Technik wurde schon im Beweis von Satz 2.5.3 angewendet.
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wire [0, 1] als abzihlbare Vereinigung endlicher Mengen abzihlbar. Das stimmt
aber nicht, denn [0, 1] ist iiberabzihlbar, wie in Satz 1.10.4 gezeigt wurde. Es

muss also irgendein A,, unendlich sein, und wir wihlen A := A,,, und 7 := —.
(Der Beweis zeigt sogar, dass wir ein iiberabzihlbares A wihlen kénnten.)

Nun soll die ,,Versagerfolge* (f,,) konstruiert werden. Wir beginnen mit der
Auswahl einer Folge (z;)eny paarweise verschiedener Elemente aus A. Es han-
delt sich insbesondere um eine Folge in [0, 1], und da dieses Intervall kompakt
ist, muss (x;) eine konvergente Teilfolge enthalten. Indem wir (x;) durch diese
Teilfolge ersetzen, diirfen wir von vornherein annehmen, dass (x;) konvergent
ist: Es gibt also ein zg € [0,1] mit #; — x¢. Die x; liegen in A und sind alle
von xg verschieden. (Falls etwa xg = xo5 sein sollte, lassen wir die Folge einfach
erst mit dem 26-ten Glied beginnen.)

Nun die Konstruktion. Wir wihlen ein x; so, dass |ro — z;] < 1/10. Es ist
0 = |xo — x| > 0, und wir erinnern uns daran, dass limsup,_, .. d(gz, k,0)
grofler als 7 ist, denn x; liegt in A. Damit muss d(gy, k, 0) unendlich oft grofier
als 7 sein, und deswegen konnen wir ein k£ so auswahlen, dass das erfiillt ist und
gleichzeitig 1/k < ¢ gilt; es soll auch & > 10 sein. Wenn wir dann f; als g, &
mit diesem k definieren, so wissen wir nach Konstruktion:

o f1€Ck([0,1]).

e fi(xg) =0 (wegen 1/k <9).

o fi(x) =0, falls |z — zo| > 2/10; das liegt an k£ > 10 und |z; — x| < 1/10.
e d(f1,0) > 7; so wurde ja das k bestimmt.

Zur Konstruktion von fs wiederholen wir die Konstruktion, ersetzen aber
iiberall 1/10 durch 1/100 und 10 durch 100, und so weiter. Um f, zu erhalten,
arbeiten wir mit (1/10)” und 10”. Es gilt dann:

o f, € CK([O,I]).

° fn(l'o) =0.
o fn(z) =0, falls |z — x| > 2/10™.

Wegen der letzten Eigenschaft ist klar, dass (f,,), nicht gegen 0 bzgl. der Metrik
d geht. (f,) geht aber punktweise gegen 0. Fiir & = xq ist das klar. Ist aber
x # xo, wihle ein ng so grof, dass 2/10™ < |z — z¢|. Fir n > ng ist dann
ful(x) =0. O

Mit dem vorstehenden Ergebnis ist klar, dass das Konzept der punktweisen
Konvergenz im Rahmen der metrischen Rdume nicht behandelt werden kann.
Wem strukturelle Uberlegungen nicht so wichtig sind, der wird das nicht als
besonders stérend empfinden. Fiir alle aber, die etwas genauer wissen mochten,
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was man denn heute als den angemessenen Hintergrund fiir die Behandlung des
Konvergenzbegriffs ansieht, gibt es jetzt zum Schluss dieses Abschnitts noch
eine topologische Interpretation der punkiweisen Konvergenz® .

Zunéchst sollten Sie sich daran erinnern, dass das System der offenen Teil-
mengen eines metrischen Raumes (N, d) eine Topologie bildet, das hatten wir
vor Definition 3.1.9 in Band 1 bemerkt. Da man leicht einsehen kann, dass fiir
alle Folgen (z,) in N die Aussage ,xz, — x* gleichwertig dazu ist, dass es fiir
jede offene Menge O mit x € O ein ng gibt, so dass z,, € O fiir n > ny, ist es
nahe liegend, allgemein zu definieren:

Sei T eine Menge und 7 eine Topologie auf T'. Es ist also 7 eine Teil-
menge der Potenzmenge von T', die ) und T enthilt und die unter
endlichen Durchschnitten und beliebigen Vereinigungen abgeschlos-
sen ist.

Man sagt dann, dass eine Folge (z,) in T' gegen ein x € T' konvergent
ist, wenn fiir jedes O € 7, das x enthélt, ein ng so existiert, dass
T, € O fiir n > no.

Durch den folgenden Satz wird der Zusammenhang zwischen punktweiser
Konvergenz und topologischen Begriffen hergestellt:

Satz 5.2.6. Sei M eine Menge. Dann gibt es eine Topologie Tp,, auf Abb (M,R)
die Topologie der punktweisen Konvergenz, so dass fiir Folgen (f,) und Funk-
tionen f in Abb (M,R) die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) fn — f punktweise.
(ii) fo — f bzgl. Tpy.

Beweis: Wir skizzieren nur die wichtigsten Schritte. Zunéchst ist 7,,,, das hier
interessierende System der offenen Mengen, zu definieren: Wir sagen, dass eine
Teilmenge O von Abb (M,R) genau dann zu 7T, gehoren soll, wenn gilt:

Fiir jedes f € O gibt es endlich viele Punkte x1,...,2; und ein
e > 0, so dass jede Funktion g € Abb (M, R) schon zu O gehért, fiir
die | f(x;) —g(z)| <efiri=1,...,k.

,Offen® besagt also, dass man die Zugehorigkeit durch Testen an endlich vie-
len Stellen — der Kandidat muss dort ,nahe* bei einem Element aus O sein —
feststellen kann. Die Definition ist &hnlich, wenn auch komplizierter, wie die fiir
offene Teilmengen metrischer Rdume.

Dann muss man nachweisen, dass das so definierte Mengensystem eine Topo-
logie bildet. Das ist bei etwas Routine erfreulich einfach, wir zeigen als typisches
Beispiel, dass der Schnitt O1 N Oy von zwei offenen Mengen O1, O2 wieder offen
ist. Liegt ein f in O1 N Oa, so liefert die Definition x4, ...,z und €1 > 0 bzw.
Y1, ..., Y und €2 > 0, so dass gilt:

8)Wem schon beim Lesen dieser Begriffe etwas mulmig wird, kann gleich im nichsten Ab-
schnitt weiterlesen. Nichts von dem, was gleich behandelt werden soll, wird im Folgenden eine
Rolle spielen.

K

Topologie Ty
der punktweisen
Konvergenz
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o Fiir g mit |f(z;) —g(x;)| <eyfiri=1,...,kist g € Oy.
o Fiir g mit [f(y;) —g(yi)| < ez firi=1,....k ist g € Os.

Setzt man dann e := min{ey, 2}, so ist klar: Ist eine Funktion g der Funktion
f e-nahe an den Punkten x1,...,2k,91,..., Yk, s0 ist ¢ € O1 N Oz. Und das
beweist, dass O1 N Oz ebenfalls offen ist.

Und nun muss die Aquivalenz der Aussagen bewiesen werden, dazu seien (f,,)

und f vorgegeben. Zunichst setzen wir voraus, dass (f,) punktweise gegen f
konvergiert, wir behaupten, dass auch 7,,,-Konvergenz vorliegt. Sei dazu O eine

offene Menge mit f € O, wir wihlen € und die 21, ..., 2, geméaf der Definition
offener Mengen. Da wir wissen, dass f,(x;) — f(x;) fir i =1,..., k, konnen wir
ein ng so finden, dass |f,(z;) — f(z;)| <e firallei=1,...,k und alle n > ny.

Das aber heifit, dass f,, € O fiir n > ny.

Umgekehrt sei ,, f, — [ in 7p,,“ vorausgesetzt, die punktweise Konvergenz
ist zu zeigen. Wir fixieren ein xg, geben € > 0 vor und verschaffen uns zunéchst
eine offene Menge, indem wir

0 :={g| lg(zo) — f(wo)| <&}

definieren. O ist wirklich offen, der Beweis ist im Wesentlichen wie der beim
Nachweis von ,,offene Kugeln sind offen® in metrischen Réumen (Beispiel 2 nach
Definition 3.1.6). Da f sicher in O liegt, gibt es nach Voraussetzung ein ng
so dass f, € O fiir n > ng. Wenn man das {ibersetzt, bedeutet das gerade
| frn(zo) — f(xo)] < e fiir diese n, und damit ist die punktweise Konvergenz
bewiesen. O

5.3 Der Raum CK

In Abschnitt 5.1 haben wir Funktionenrdume eingefiihrt, insbesondere haben wir
fiir jeden metrischen Raum M die Gesamtheit der K-wertigen stetigen Funktio-
nen mit Cg (M) bezeichnet. In diesem Abschnitt geht es um den Spezialfall, dass
M sogar ein kompakter metrischer Raum ist, wir werden dann , K*“ statt ,, M*
schreiben. Anstelle des etwas schwerfilligen Ck (K) verwenden wir das Zeichen
CK: Wenn es wirklich einmal auf ein spezielles K ankommt, kann man das ja
immer noch durch die Bezeichnung Cr (K) oder C¢ (K) ausdriicken.

Definition 5.3.1. Sei (K,d) ein nicht leerer kompakter metrischer Raum und
f € CK. Dann definieren wir | f||.,, die Supremumsnorm von f, durch

[l == sup [ ()]
zeK

Bemerkungen:

1. ||fll ist damit ein Maf} fiir die ,,GroBe“ der Funktion x — |f(z)[; da sie
als Komposition der stetigen Funktionen f und y — |y| stetig ist, wird das
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Supremum nach dem Satz vom Maximum? sogar angenommen, d.h. es gibt ein
xo mit || f||, = |f(x0)|. Insbesondere ist || f||,, eine endliche Zahl.

AR

[1£lloo
K
Bild 5.9: Die Supremumsnorm von f € CK
2. In manchen Biichern wird diese Norm auch als [| - || ~oder als [| - || be-

zeichnet. Meist spricht man jedoch von || - ||, die auch ,,Unendlich“-Norm ge-
nannt wird. Der Name hat folgende Begriindung: Erklirt man im Fall K = [0, 1]
und f € C'[0,1] weitere Normen, némlich

is1,= 1 )l "

fir p € R und p > 1, so gilt wirklich || f]|, — [|f[|,, mit p — oco.
Wir kommen auf diese Normen in Abschnitt 6.5 zuriick, wenn wir uns mit
dem Integralbegriff etwas vertrauter gemacht haben.

Die Bezeichnung ,,Supremumsnorm* ist wirklich gerechtfertig:

Satz 5.3.2. | - ist eine Norm auf CK.

e
Beweis: Es sind die FEigenschaften einer Norm nachzupriifen, also
(i) [Ifllo = 0, und [[f[| , =0 <= f=0,

(1) Ml = IAHAN oo 5

(1) [1f + 9l o < 1flle + N9l »

fir alle f,g € CK, A € K.

9)Band 1, Satz 3.3.11

I lloo

ist Norm
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Zu (i): Wir hatten K als nicht leer vorausgesetzt, also kénnen wir irgendein
ro € K wihlen. Dann ist

1fll oo = sup [f(z)] = [f(x0)] = 0.
zeK

Es ist klar, dass [ f|| = 0 gilt, wenn f = 0 ist. Sei umgekehrt f € CK mit
1l . = 0 gegeben. Nach Definition des Supremums ist dann fiir jedes zo:

0 < [f(zo)| < sup |f(2)| =1l =0
zeK

Also ist f(xo) =0, d.h. f muss die Nullfunktion sein.

Zu (ii): Vorbereitend bemerken wir: Ist A eine nicht leere beschrinkte Teilmenge
von [0, +o0 [ und ist a > 0, so gilt

sup{ay | y € A} = asup A;

in Kurzfassung schreibt man dafiir sup aA = asup A.

(Beweis dazu: Im Fall a = 0 sind beide Seiten gleich Null, wir diirfen also a > 0
annehmen. Ist x € A beliebig, so ist x < sup A und folglich ax < asup A. Das
zeigt, dass asup A obere Schranke der az ist, und damit ist supaA < asup A
bewiesen.

Wenden wir das fiir 1/a an, so folgt

1 1
sup A = sup EGA < - sup al,

und man muss nur noch mit a multiplizieren, um auch supaA > asup A zu
erhalten.)
Mit A == {|f(z)] | z € M} und a := || folgt (ii).

Zu (iii): Sind f,g € CK und z € K, so ist
I(f +9)@) < [f(@)] + [g(@)] < [fllo + 9]l c-
[IfIl. + llgll . ist also obere Schranke der |(f + g)()|, und deswegen gilt
1+ glloe < 1F1lc + Nl -

Jede Norm auf einem Vektorraum induziert eine Metrik d (vgl. Definition
3.1.2), im vorliegenden Fall ist sie durch

d(f,9) = f —gllo = Sup |f(z) — g(z)]

definiert. Anschaulich heifit das: d(f, g) ist der grofte senkrechte Abstand, den
es zwischen den Graphen von f und ¢ gibt (vgl. Bild 5.10).

Da damit d(f, g) < e dquivalent zu
d(f(z),9(x)) <e fiir alle x € M

ist, ergibt sich sofort das
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Korollar 5.3.3. Ist (fn)nen eine Folge in CK und f € CK, so konvergiert
(fn) genau dann gleichmdf$ig gegen f, wenn d(fn, f) — 0, wenn also (fn)nen
im metrischen Raum (CK,d) gegen f konvergiert.

64

Bild 5.10: Die Abstandsdefinition fiir Funktionen

Bemerkung: Als Ergéinzung zu den Ausfithrungen vom Ende des vorigen Ab-
schnitts konnte man die vorstehende Aussage als ,,die gleichméflige Konvergenz
auf C K-Raumen ist normierbar“ umformulieren.

Das gilt wirklich nur dann, wenn der Raum, auf dem die Funktionen defi-
niert sind, kompakt ist. Um das einzusehen, betrachten wir den Raum CR
der stetigen — etwa reellwertigen — Funktionen auf R und darin irgendeine
unbeschrinkte Funktion, etwa f : z — . Ist dann ||| irgendeine Norm
auf CR, so ist ||f|| eine endliche Zahl. Da ||f/n| = |/ f||/n gilt — denn
positive Skalare kénnen vor die Norm gezogen werden — konvergiert (f/n)
in der Norm gegen die Nullfunktion, gleichmdffige Konvergenz gegen Null
liegt aber nicht vor. Anders ausgedriickt: Es ist nicht moglich, eine Norm
auf CR zu finden, so dass ||fn — f|| — 0 gleichwertig zur gleichméBigen
Konvergenz von (f,) gegen f ist.

Wir werden in diesem Abschnitt zwei fiir die Analysis fundamentale Eigen-
schaften des metrischen Raumes (CK, d) studieren. Aufgrund des vorstehenden
Korollars geht es also um Eigenschaften, die die gleichméflige Konvergenz von
Folgen stetiger Funktionen betreffen: Wir werden zeigen, dass CK wvollstindig
ist und dass man die kompakten Teilmengen charakterisieren kann. Diese Ergeb-
nisse kommen in sehr vielen schwierig zu beweisenden Sitzen zur Anwendung,
einige Beispiele dazu finden Sie im néchsten Abschnitt.
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Vorbereitend gibt es einen kurzen Exkurs zur Vollstindigkeit. Diesen Begriff
hatten wir in Band 1 nur fiir den Skalarenkorper verwendet. Da die Definition
aber nur voraussetzt, dass man weif}, was Cauchy-Folgen sind, kann sie sofort
auf beliebige metrische Raume iibertragen werden:

Ein metrischer Raum (M, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-
Folge in M konvergent ist.

Es ist nicht schwer zu sehen, dass abgeschlossene Teilmengen von R vollstéindig
sind: Dazu muss man sich nur daran erinnern, dass Cauchy-Folgen in R kon-
vergent sind und dass abgeschlossene Teilmengen die Limites ihrer — in R —
konvergenten Folgen enthalten (Satz 3.1.7). Gegenbeispiele sind auch leicht zu
finden: (1/n) ist eine Cauchy-Folge in M :=]0,1], die in M nicht konvergent
ist: Der nahe liegende Kandidat, die Null, liegt ja gerade nicht in M.

Satz 5.3.4. Der metrische Raum (CK,d) ist vollstéindig.

Beweis: Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge in CK, d.h.

V 3 V e ful <<

e>0npeN m,n>ng

Fiir jedes © € K ist |fn(z) — fm(2z)] < [[fn — fmll,, also ist (fn(ac))neN eine
Cauchy-Folge in K. Da K vollsténdig ist und folglich lim f,, () existiert, konnen
wir punktweise eine Funktion f : K — K durch f(z) := lim f,,(x) definieren.

Es ist nur noch zu zeigen, dass die f, gleichmifig gegen f konvergieren,
denn wegen Satz 5.2.3(i) ist f dann stetig (gehort also zu CK'), und wir haben
mit f einen Limes von (f,)nen im metrischen Raum (CK, d) gefunden.

Sei also € > 0 vorgegeben. Wir wihlen ng € N geméifl Voraussetzung, es ist
also fiir n,m > ng stets || f, — finll < €. Fiir jedes 2 € K ist dann auch

|fn() = fm(2)| < €

fiir diese m, m. Lésst man in dieser Ungleichung bei festgehaltenem n > ng nun
m — oo gehen, so folgt

|fn(z) = f@)] < &
das liegt daran, dass Ungleichungen des Typs ,<“ im Limes erhalten bleiben'?).
Das heiflt, da 2 € K beliebig war, dass || f, — f||_ < ¢ fiir alle n > ny. O

Bemerkung: Vollsténdige normierte Vektorrdume werden auch kurz Banach-
rdume genannt (nach dem polnischen Mathematiker STEFAN BANACH, 1892-
1945, der diese Rdume erstmals systematisch studierte). Sie spielen in der héhe-
ren Analysis eine wichtige Rolle; Einzelheiten lernen Sie in der Vorlesung Funk-
tionalanalysis. Satz 5.3.4 besagt gerade, dass C'K ein Banachraum ist.

10) Diese Aussage ist nur eine Umformulierung der Tatsache, dass die Menge

{a] la— fu(@) <}

abgeschlossen ist.
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Wir wenden uns nun der Frage zu, wie kompakte Mengen in CK charakte-
risiert werden konnen. Das ist ein wichtiges Problem, denn Ridume vom Typ
CK treten in der Analysis sehr hiufig auf, und am Ende von Abschnitt 3.3
in Band 1 haben wir gesehen, welche weitreichenden Folgerungen sich aus der
Kompaktheit ziehen lassen.

Ziel wird der Beweis des Satzes von Arzeld-Ascoli sein'):

Sei K ein kompakter metrischer Raum und & eine Teilmenge von
CK. Dann ist ® genau dann kompakt, wenn @ beschrinkt'? und
abgeschlossen ist (bis hierher ist es das gleiche Kompaktheitskri-
terium wie im K") und zusditzlich eine Eigenschaft hat, die gleich
besprochen werden wird: ® muss auch noch gleichgradig stetig sein.

Wir machen uns zunéchst klar, dass eine beschrénkte und abgeschlossene Teil-
menge eines C'K-Raums nicht notwendig kompakt sein muss; so ein einfaches
Kriterium wie im K" ist also nicht zu erwarten.

So ist etwa die Menge ® := {f € C'[0,1] | 0 < f < 1} sicherlich beschréinkt
und abgeschlossen in C'[0,1], aber aus der Folge (2™),en ist bestimmt keine
konvergente Teilfolge auswéhlbar: Jede gleichméfig konvergente Teilfolge der
(z™) wire ndmlich insbesondere punktweise konvergent, als Limes kéime also
nur die unstetige Funktion f in Frage, die auf [0,1[ gleich Null ist und bei
1 den Wert Eins hat; insbesondere gibt es also keinen Teilfolgenlimes in ®.
Aufgrund dieses Beispiels kann man zu der Vermutung kommen, dass die Nicht-
kompaktheit von ® daran liegt, dass die f € & — obwohl sie alle stetig sind —
beliebig schlechte Stetigkeitseigenschaften haben kénnen (wie etwa die (2™),en
bei 1). Wir werden sehen, dass bei Ausschluss dieser Moglichkeit Kompaktheit
wirklich gezeigt werden kann. Hier ist die zur prizisen Formulierung geeignete
Definition:

Definition 5.3.5. Sei M ein metrischer Raum und ® C CM.

(i) Fiir xg € M heifst ® gleichgradig stetig bei xg, wenn das § zum e gleich-
zeitig fur alle f € ® gewdhlt werden kann, wenn also

\V/H\v/ \V/ [f(z) = f(zo)] < e.

0650 fed  xeM
d(z,x0)<d

(ii) ® heifst gleichgradig stetig auf M, wenn ® bei allen xog € M gleichgradig
stetig ist.

11) CESARE ARZELA, 1847 — 1912. Professor in Bologna. Erkannte als einer der Ersten, dass
gleichméBige Limites stetiger Funktionen wieder stetig sind. Von ihm stammt die heute iibliche
Fassung des Satzes von Arzela-Ascoli.

GuILIO AsCOLI, 1843 — 1896. Professor in Mailand, fiihrte den Begriff der gleichgradigen
Stetigkeit ein, der im Satz von Arzela-Ascoli eine fundamentale Rolle spielt.

12)Wie im K" soll eine Teilmenge A eines normierten Raumes beschrinkt heiBen, wenn

sup,c 4 [zl < +oo.

gleichgradig
stetig
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(i1i) © heifit gleichmifig gleichgradig stetig auf M, wenn das 6 auch noch
unabhdngig von xo gewdhlt werden kann, wenn also gilt

VIY VYV Ifeo) - f@)<e

e>06>0 fed zg,xeM
d(zo,z)<s

Bemerkungen/Beispiele:
1. Verwechseln Sie Definition 5.3.5(i) nicht mit der Definition 3.3.12 fiir gleich-
méiBige Stetigkeit. Dort wird das § gleichzeitig fiir alle zyp € K (bei festgehaltener
Funktion f) gewihlt, hier jedoch gleichzeitig fiir alle f € ® (bei festgehaltenem
x9 € K )

Mit Hilfe der Quantorenschreibweise lidsst sich das noch deutlicher machen:
Ist ® eine Menge von Funktionen von M nach R, so bedeutet

e .Alle f € @ sind stetig auf M*“, dass

VVYI V lfa)-fe)l<e

fEP2oEM e>06>0 ze€M
d(zo,7)<6

o  Alle f € ® sind gleichméBig stetig auf M“, dass

VVIV VYV @)l <e

fEPe>06>0z0eM  zeM
d(xzo,z)<d

e _Die Funktionenfamilie ® ist gleichgradig stetig auf M*“, dass

VVIV VYV 1w -fe)l<e

zoEM e>06>0 fed xzeM
d(zo,2)<6

o & ist gleichmiBig gleichgradig stetig auf M, dass

VIVYVY VYV e - @) <.

e>06>0 fe®axoeM xeM
d(xzo,2)<d

2. Endliche Mengen stetiger Funktionen sind stets gleichgradig stetig bei allen
zo € M: Zu jeder einzelnen Funktion gehort bei vorgegebenem ¢ ein ¢, man
muss nur das kleinste ¢ wéhlen.

3.Essei f, : R — R durch z — z+n erklirt (n = 1,2, ...), alle diese Funktionen
sind stetig. Dann ist ® := {f,, | n € N} gleichgradig stetig.

Begriindung: Bei vorgegebenem zp € R und ¢ > 0 kénnen wir ¢ := ¢ wihlen,
unabhéngig von n. Es ist dann wirklich |f,,(z) — fn(z0)| <, falls |x — zo| < 0.

Nun betrachten wir — fiir n € N — die stetigen Funktionen

fn R =R, xz— nx.
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Diesmal ist ® := {f,, | n € N} nirgendwo gleichgradig stetig: Sei x¢ beliebig
und ¢ := 1. Wie muss ¢ aussehen, damit aus |z — 29| < ¢ die Ungleichung
| fr(x) — fru(xo)| < e folgt? Riickwirtsrechnen ergibt, dass § < 1/n gelten muss.
Und kein positives § schafft das fir alle n.

4. @ := {a" | n € N} C C[0,1] ist gleichgradig stetig bei allen o € [0,1],
nicht jedoch bei 1. (Kénnen Sie diese beiden Aussagen beweisen?)

5. Eine Folge (f,) stetiger Funktionen konvergiere gleichmiflig gegen eine —
wegen Satz 5.2.3(i) notwendig stetige — Funktion f.
Dann ist die Menge ® := {f,, | n € N} U {f}gleichgradig stetig auf M.

Beweis: Ist ¢ > 0 vorgegeben, wihle ng so, dass [|f — fu| < /3
fiir n > ng. Da f stetig ist, kann man ein 6’ > 0 so finden, dass
|f(x) — f(xo)] < e/3 fiir die x mit d(x, o) < §'. Es folgt fiir diese z
und n > ngp:

|fn(2) = fa(zo)l < (@) + [f(x) = f(zo)| + £ (x0) = fu(wo)]

<

fulx) = f
e g ¢
3 3 3
= &
Nun sind noch die f, mit n < ng zu beriicksichtigen: Wihle ein
positives ¢”, so dass |fi(z) — fi(zo)| < efiri=1,...,n0— 1 und
d(z,xp) < ¢”. Mit § := min{d’, 6"} ist dann ein fiir alle f, zuldssiges
6 gefunden.

Bevor wir das Hauptergebnis formulieren, beweisen wir zunéchst zwei Lem-
mata. Das erste besagt, dass auf kompakten Raumen jede gleichgradig stetige
Menge sogar gleichméflig gleichgradig stetig ist. Das kann man als Verallgemei-
nerung von Satz 3.3.13 auffassen (,Jede stetige Funktion auf einem kompakten
Raum ist gleichméBig stetig”). Im zweiten Lemma wird bewiesen, dass kompak-
te metrische Rdume separabel sind: Es gibt eine abzéhlbare dichte Teilmenge,
solche Rdume sind also in einem gewissen Sinne ,nicht zu grof3®.

Lemma 5.3.6. Sei K ein kompakter metrischer Raum und ® C CK gleichgra-
dig stetig. Dann ist ® gleichmdf$ig gleichgradig stetig.

Beweis: Angenommen, ® wire nicht gleichméflig gleichgradig stetig, d.h.

JvV4 41 W)l > eo.

e0>06>0 fe® z,yeK
d(z,y)<o

Wihle fiir n € N zu 6 = 1/n Punkte z,,y, € K und Funktionen f,, € ®, so
dass

d(n, yn) < — und |fu(2n) = fo(yn)| > 0.

S

separabel
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Da K kompakt ist, hat die Folge (2, )nen eine konvergente Teilfolge (z,, ), gelte
etwa z,, — xo € K. Wegen d(xy, , yn, ) < 1/ny gilt dann auch y,,, — xo.

Nun ist ® nach Voraussetzung gleichgradig stetig bei xq, also existiert § > 0,
so dass |f(z) — f(z0)| < e0/3 fiir alle z € K mit d(x,x9) < 6 und alle f € P.
Wihle nun kg € N, so dass fiir alle & > kg

d(xp, ,z0) < 6 und d(yn,,x0) <0

gilt. Es folgt

o = ‘fnko (fxnko) - fnko (ynko)|
< ‘fnku (xnko) - f”lk:o (1‘0)} + |fnk0 (1’0) - fnko (ynk:o )}
€0 €0
< 3 + 3
< €o,

also der Widerspruch g < €g.

Das beweist, dass ® gleichméfig gleichgradig stetig ist. 0

Lemma 5.3.7. Sei K ein kompakter metrischer Raum. Dann gibt es fir jedes

€ > 0 eine endliche Teilmenge A. von K mit der Figenschaft: Fiir jedes © € K

gibt es ein y € A. mit d(x,y) < e; eine derartige Teilmenge heifit ein e-Netz.
Konstruiere solche A fiir e =1,1/2,1/3,... Definiert man dann A als die

Vereinigung dieser Netze Ay, A1z, Avys, . . ., so ist A eine (hochstens) abzdihlbare

dichte Teilmenge.

Kurz: Kompakte metrische Rdume sind separabel.

Beweis: Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir behaupten, dass ein m € N und Elemente
z; € K, i =1,...,m existieren, so dass

U Ke(z;) = K;
i=1
dabei bezeichnet K, (x;) wie in Kapitel 3 die Kugel um z; mit dem Radius e.

Gébe es kein e-Netz, so wire fiir jedes m € N und jede Auswahl von Elemen-
ten x1,..., 2, € K notwendig |JI", Kc(z;) & K; man kénnte dann induktiv
eine Folge (2,,)nen konstruieren, so dass d(z;,x;) > ¢ fiir i # j:

Wihle 21 € K beliebig. Nach Annahme ist K. (1) ; K, es gibt also ein
x2 mit x2 ¢ Kc(x1). Das bedeutet d(x1,22) > €.

Auch K. (z1) U Kc(x2) ist eine echte Teilmenge von K. So finden wir x3
mit z3 ¢ Kc(z1) U K:(z2), es gilt also d(z1,x3),d(x2,z3) > €. Und so
weiter.

Das kann aber nicht sein, denn eine solche Folge enthielte bestimmt keine kon-
vergente Teilfolge im Widerspruch zur Kompaktheit von K.
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Wiéhle nun — fiir alle € N — zu ¢ = 1/r ein e-Netz A, und setze

A= ] Ay,

reN

Dann ist A als abzéhlbare Vereinigung endlicher Mengen hochstens abzéhlbar.
Dieses A liegt dicht in K: Ist z € K und € > 0, so withle r € N mit 1/r < ¢
und dann ein y € A/, mit d(z,y) < 1/r; dannist y € A und d(z,y) < 1/r <,
und so folgt, dass x € A~. Also ist A~ = K. a

Es folgt die wichtigste Charakterisierung von Kompaktheit in C K-Raumen:

Satz 5.3.8 (ARZELA-AscoLl). Sei K kompakt und ® C CK. Dann sind dqui-
valent

(i) ® ist kompakt.

(ii) ® ist beschrinkt, abgeschlossen und gleichgradig stetig.

Beweis: (i) = (ii): Sei ® C CK kompakt. Da jede kompakte Teilmenge eines
metrischen Raumes beschrénkt und abgeschlossen ist (Satz 3.2.2), bleibt nur die
gleichgradige Stetigkeit bei allen 2o € K zu zeigen.

Das geht am leichtesten indirekt. Wir nehmen also an, dass es ein zg € K
und ein g9 > 0 gibt, so dass

V3 T i@ - fe)l > =

6>0 fed zeK
d(z,20)<6

Dann gibt es insbesondere zu § = 1/n fiir n € N Funktionen f, € ® und
Elemente x,, € K mit

[fn(zn) — fa(zo)| > o

Nun ist ® kompakt nach Voraussetzung, also gibt es eine Teilfolge (fn, )ren der
(fn) und ein f € ® mit f,, — f gleichméBig.

Nun folgt leicht ein Widerspruch: Einerseits ist ® := {f,, | k = 1,2,...}
gleichgradig stetig, das haben wir eben in Beispiel 5 auf Seite 29 nachgewiesen.
Andererseits gilt

|fnk(xnk) - fnk(xo)| > €0
nach Konstruktion, also ist ® nicht gleichgradig stetig auf M.

(ii) = (i): Das ist der interessantere Beweisteil. ® sei beschrénkt, abgeschlossen
und gleichgradig stetig, und wir haben zu beweisen, dass sich aus jeder Folge in
® eine konvergente Teilfolge auswihlen lasst.

Sei (f) in ® vorgegeben, eine konvergente Teilfolge wird wie folgt gefunden:

e Schritt 1: Egal, wie man x1,zo,... in K vorgibt, immer lédsst sich eine
Teilfolge der Folge (f,) wihlen, die auf x1,x9, ... punktweise konvergent
ist.

Satz von
Arzela-Ascoli
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e Schritt 2: Wenn man die x1, T2, . .. so wiihlt, dass {x1, 22, ...} die Menge A
aus Lemma 5.3.7 ist, so ist jede auf A punktweise konvergente Teilfolge der
(fn) sogar gleichmiflig konvergent auf K; hier spielt eine wichtige Rolle,
dass @ gleichméBig gleichgradig stetig ist.

e Schritt 3: Die ersten beiden Schritte haben zu einer Teilfolge der (f,)
gefiihrt, die (beziiglich der gleichméBigen Konvergenz) einen Limes in CK
hat. Dass der sogar in ® liegt, folgt aus der Abgeschlossenheit.

Zu Schritt 1: Beliebige Elemente z1,xs,... seien vorgelegt. Die Idee zur Kon-
struktion einer Teilfolge (fy, ), die bei allen x; punktweise konvergent ist, erin-
nert stark an den Beweis des Charakterisierungssatzes kompakter Teilmengen
des K™:
e Betrachte (fn(ml))neN. Das ist, da ® beschriankt ist, eine beschréankte
Folge in K. Also gibt es eine konvergente Teilfolge (fn,cl (ml))kleN.

e Betrachte ( T, (mg)) kN Das ist wieder eine beschréankte Folge, folglich
kann man eine konvergente Teilfolge ( fr, (1‘2)) . finden; man beachte,

dass auch (fm2 (z1)) als Teilfolge der konvergenten Folge (fnk:1 (1)) fyen
konvergiert.

ko €N

e Sei fiir ein m € N bereits eine Teilfolge ( fnkm) . gewidhlt, so dass
( fnkm (xz)) ko €N fiir 1 < ¢ < m konvergiert. Wihle nun eine konvergente

TeﬂfOlge (fnkarl (merl)) Emi1 €N der Folge (fnkm (merl )) km €N

Die so konstruierten Folgen konnen wir uns als Schema angeordnet denken;
dabei setzen wir der Ubersicht halber fiir die im j-ten Schritt ausgewéhlte Folge

(fnkj )kjEN =: (f’r];)neN:

Bild 5.11: Das Teilfolgenschema

In diesem Schema ist jede Zeile Teilfolge jeder hoheren Zeile, und die Funktionen
in der j-ten Zeile sind bei 1, ..., z; konvergent.
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Und nun die entscheidende Stelle: Wir definieren die gesuchte Teilfolge als
(fM)nen , das n-te Folgenelement ist das n-te Element der n-ten Teilfolge, es han-
delt sich also um die Folge der Diagonalelemente des Schemas. (Vgl. Bild 5.12.)

Fiir jedes j ist (f,?(x])) spétestens nach dem j-ten Glied Teilfolge von
(fi(z;)) und damit konvergent.

(Héitte man naiv versucht, wie im K™-Fall vorzugehen, so hitte man so etwas
wie die letzte Zeile in unserem Schema auffinden miissen, doch so etwas gibt es
hier nicht, da unendlich viele Teilfolgenauswahlen vorzunehmen wiren.)

Zu Schritt 2: Sei A wie im vorstehenden Lemma und (f,, ) eine Teilfolge der in
® vorgegebenen Folge (f,,), die punktweise auf A konvergent ist; eine derartige
Teilfolge existiert, denn A ist hochstens abzéhlbar. Wir behaupten, dass (fy, )
eine gleichméfige Cauchy-Folge ist, mit Satz 5.3.4 wire damit die gleichméBige
Konvergenz bewiesen.

A - S

i A £ N /1

Bild 5.12: Die Diagonalfolge

Aus schreibtechnischen Griinden nehmen wir an, dass (f,, ) = (f») ist, dass also
schon die Ausgangsfolge auf A konvergent ist. Wir geben € > 0 vor und haben
ein ng so anzugeben, dass || f,, — fm| < € fiir n,m > ny.

Zunéchst bestimmen wir ein § > 0 zum € mit der Eigenschaft: Fiir beliebige
xz,20 € K und beliebige f € ® ist |f(z) — f(z0)] < /3. Zur Begriindung ist
an Lemma 5.3.6 zu erinnern, danach ist ® gleichméflig gleichgradig stetig. Als
Nichstes wéhlen wir ein r mit 1/r < ¢ und betrachten die Menge A; /. C A aus
Lemma 5.3.7: Sie ist endlich, und jedes x € K ist zu einem geeigneten y € A,
héchstens (1/r)-entfernt.

Die Folgen (fn(y))neN sind fiir jedes y € A konvergent. Fiir die endlich

vielen ( fn(y)) mit y € Ay, kénnen wir deswegen ein ny so angeben, dass

[fn(y) — fm(y)| < e

fiir n,m > ng und alle y € A,,,. Dieses ng hat wirklich die verlangten Eigen-
schaften. Ist ndmlich z € K beliebig, so wihle ein y € A/, mit d(z,y) < 1/r.
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Es folgt fiir n,m > ng:

[fu(@) = fn(@)] < |fu(@) = fu@)] + [fa(y) = fn @)+ [ fn(y) = frn(2)]
15 1) g
< §+ ngg
= E&.

Das zeigt, dass || fn — fmll < e fiir n,m > nyg.

Der Beweis von ,,(ii)=(i)“ ist damit vollstéindig gefiihrt. Da er ziemlich kom-
pliziert war, fassen wir die wichtigsten Punkte noch einmal zusammen:

e Man starte mit einer Folge (f,,) in ®. Ziel: Es gibt eine (in der gleichmfi-
gen Konvergenz) konvergente Teilfolge.

e Konstruiere die Menge A = (J 41/, geméfl Lemma 5.3.7.

e Finde eine Teilfolge (f,,), die auf A punktweise konvergent ist. Das ist
die spannendste Stelle des Beweises, man braucht ein Diagonalfolgen-
Argument.

e (fn,) ist dann sogar eine Cauchy-Folge bzgl. der gleichméBigen Konver-
genz. Thr Limes f — er existiert wegen der Vollstédndigkeit von C K — muss
aufgrund der Abgeschlossenheit von ® zu ® gehéren. 0

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit zwei hdufig angewandten Folgerungen:

Korollar 5.3.9. Sei (K,d) ein kompakter metrischer Raum und ® C CK.
Dann sind dquivalent:

(i) Der Abschluss ®~ von ® ist kompakt'® .

(ii) ® ist beschrinkt und gleichgradig stetig.

Beweis: Ist ®~ kompakt, so ist &~ nach dem Satz von Arzela-Ascoli beschrinkt
und gleichgradig stetig. Das gilt dann auch fiir die Teilmenge ® von ®~.

Nun sei ® beschriankt und gleichgradig stetig. Wir behaupten, dass auch &~
diese Eigenschaften hat.

Beschrinktheit: Es gibt nach Voraussetzung ein R, so dass ® in der abgeschlos-
senen Kugel um die Nullfunktion mit dem Radius R liegt. Dann muss — wegen
der Abgeschlossenheit der Kugel — aber auch &~ darin liegen.

Gleichgradige Stetigkeit: Seien xg € K und € > 0 vorgegeben. Dann gibt es
nach Voraussetzung ein § > 0, so dass | f(x) — f(x0)| <e, falls d(z, z9) < ¢ und
f € ®. Das gilt dann auch fiir Funktionen g, die gleichmifig durch Funktionen

13)Zur Erinnerung: Der Abschluss einer Teilmenge eines metrischen Raumes wurde in Defi-
nition 3.1.9 eingefiihrt.
Wenn &~ kompakt ist, wird ® auch relativ kompakt genannt.
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in ® approximiert werden kénnen: Ist |[f — g|]| < 7, so folgt (fiir ein 2 mit
d(.T,.TQ) < 5)

lg(x) — f(@)| + |f(x) = f(zo)| + | f(z0) — g(0)]
€+ 2n,

lg(z) — g(z0)| <
<

also, da 71 beliebig vorgegeben werden kann, |g(x) — g(xo)| < e.

Folglich ist @~ beschrinkt, abgeschlossen und gleichgradig stetig, wegen des
Satzes von Arzela-Ascoli ist damit alles gezeigt. d

Korollar 5.3.10. Sei (K,d) ein kompakter metrischer Raum und ® eine be-
schrinkte und gleichgradig stetige Teilmenge von CK. Dann besitzt jede Folge
in ® eine gleichmdfig konvergente Teilfolge.

Beweis: Im Beweis des vorigen Korollars wurde gezeigt, dass &~ kompakt ist.
Damit hat sogar jede Folge in @~ eine gleichmiBig konvergente Teilfolge. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts greifen wir das Thema ,,Ordnung“ noch
einmal auf. Der Korper K sei gleich R, wir beschréanken uns also auf den Spe-
zialfall, dass es sich bei CK um den Raum der reellwertigen stetigen Funktio-
nen handelt. Definiert man dann fiir f,g € CK eine Funktion sup{f, g} durch
x — sup{f(x), g(z)}, soist sup{ f, g} wieder ein Element von CK, das hatten wir
in Satz 3.3.5(iii) bewiesen. Hier soll nur bemerkt werden, dass sup{ f, g} wirklich
das Supremum der Menge {f, ¢} im Sinne von Definition 2.3.4 ist, wenn man
CK mit der punktweisen Ordnung versieht'®): sup{f, g} ist eine obere Schranke
von f und g, und jede andere obere Schranke dieser zwei Funktionen majorisiert
sup{f, g}. Das ist offensichtlich, es folgt unmittelbar aus der Definition.

Viel interessanter ist dagegen die Frage, in welchen Féllen Suprema von un-
endlichen Teilmengen von C'K existieren. Das konnen wir hier nicht erschépfend
beantworten, es folgen nur zwei Beispiele im Raum C' [0, 1] dafiir, was fiir iiber-
raschende Phénomene auftreten konnen:

AR
1

Bild 5.13: Die Funktionenfolge z — 1 — z"

14)ygl. Seite 3.
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e Sei, fiir alle n € N, die Funktion f, durch x — 1 — x™ erklidrt. Dann

ist die konstante Funktion 1 Supremum von {f, | n € N}. (Begriindung:
Die Einsfunktion ist sicher obere Schranke, und fiir jede obere Schranke
g muss notwendig g(xz) > 1 fiir z < 1 gelten; aus Stetigkeitsgriinden ist
dann auch g(1) > 1.)

Das heifit: Es ist nicht so, dass (sup f,)(z) = sup f,(z) fiir alle z gilt; in
unserem Fall ist ndmlich (sup f,,)(1) = 1, aber sup f,,(1) = 0.

Es gibt beschréinkte nicht leere Teilmengen von C'[0,1], die kein Supre-
mum besitzen; dieser Raum verhélt sich ordnungstheoretisch also viel kom-
plizierter als R.

Als Beispiel definiere man (fy,)n=2,3,... durch
0 ze€[0,1/2]

foiaxr— < n(z—1/2) ze€[1/2,1/2+1/n]
1 ze[1/2+1/n,1].

Bild 5.14: Die vorstehend definierte Folge (f,,)

Der einzige ,natiirliche* Kandidat fiir ein Supremum dieser Folge ist die

Funktion 0.1/2]
0 xze|0,1/2
f'xH{ 1 ze]1/2,1],

doch die ist bei 1/2 nicht stetig, liegt also nicht in C'[0,1]. (Wenn man
den Beweis etwas strenger fithren méchte, muss man nachweisen, dass ein
potenzieller Kandidat f fiir ein Supremum der (f,,) bei allen x € [0,1/2]
hochstens gleich 0 und bei allen € | 1/2, 1] mindestens gleich 1 sein muss.
Keine stetige Funktion schafft das!)
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5.4 Vollstindigkeit: Folgerungen

In Band 1 sollte an vielen Stellen klar geworden sein, dass die Vollstdndigkeit
von R und C eine fundamentale Rolle spielt. Ohne Vollstandigkeit gibt es zum
Beispiel keine Wurzeln, auch kénnte man keine der wichtigen Funktionen wie
etwa die Exponentialfunktion oder Sinus und Cosinus definieren. Warum aber
sollte die Vollstandigkeit von C'K so wichtig sein? Um das zu verstehen, muss
man wissen, dass man in vollstdndigen metrischen Rdumen sehr wirkungsvolle
Beweismethoden einsetzen kann, die in allgemeinen metrischen R&umen nicht
zur Verfiigung stehen. Einige sollen hier vorgestellt werden:

e Banachscher Fixpunktsatz,
e Cantorscher Durchschnittssatz,
e Bairescher Kategoriensatz.

Diese drei Siatze sind FEwistenzsditze: Man kann sich etwas wiinschen, und im
Fall der Vollstandigkeit kann dann — bei etwas Geschick und Gliick — garan-
tiert werden, dass der Wunsch erfiillbar ist. Der Banachsche Fixpunktsatz wird
in Kapitel 7 und in Kapitel 8 eine wichtige Rolle spielen'®, die anderen Er-
gebnisse haben hier nur die Funktion, eine Antwort auf die Frage , Warum ist
Vollsténdigkeit wichtig?“ zu geben. Die Einzelheiten der Beweise konnen daher
beim ersten Lesen {ibersprungen werden.

Der Banachsche Fixpunktsatz'®) ‘

Sei M eine Menge und f : M — M eine Abbildung. Ein z € M heifit
dann ein Fizpunkt von f, wenn f(x) = x gilt, wenn also = unter f auf sich
selbst abgebildet wird. Manche Abbildungen haben Fixpunkte (zum Beispiel ist
1 Fixpunkt der Abbildung z + z7), andere nicht (wie die Abbildung x + x + 1
auf R).

Fixpunktsitze

Ein Fizpunktsatz ist ein Ergebnis der Form: Hat M die Eigenschaft
E und f die Eigenschaft E’, so gibt es einen Fixpunkt, manchmal
ist dieser sogar eindeutig bestimmt.

Um ein derartiges Ergebnis auf ein mathematisches Problem an-
wenden zu kénnen, muss letzteres erst einmal als Fixpunktproblem
umgeschrieben werden.

15)Im Beweis des Satzes 7.6.4 von Picard-Lindelsf und des Satzes 8.6.4 von der inversen
Abbildung.

16)Banach begriindete die Funktionalanalysis, in dieser Theorie werden normierte Réume
und die darauf definierten Abbildungen systematisch untersucht. Er war fithrendes Mitglied
einer Gruppe polnischer Mathematiker in Lemberg (damals in Polen, heute in der Ukraine),
die mit Vorliebe in einem Café iiber Fragen der Funktionalanalysis diskutierte.

STEFAN BANACH
1892 — 1945

Fixpunkt
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Das ist manchmal ganz einfach: Um etwa fiir eine gegebene Funktion
g:R — R ein z mit g(x) = 0 zu bestimmen, kann man doch genauso
gut nach einem z mit z = z + g(x), also nach einem Fixpunkt
der Abbildung = — x + g(z), suchen. Meist kommen Fixpunktsitze
allerdings nach einer viel trickreicheren Vorbereitung zum Einsatz.

Es gibt einen ganzen Zoo von Fixpunktsitzen, die meisten Mathe-
matiker lernen aber nur die zwei folgenden kennen:

e Den Banachschen Fizpunktsatz: Den finden Sie wenige Zeilen
weiter unten.

e Den Brouwerschen Fizpunktsatz: Ist K eine kompakte und kon-
vexe!”) Teilmenge des R” und f : K — K eine stetige Abbil-
dung, so hat f einen Fixpunkt.

Satz 5.4.1. (BANACHscher Fizpunktsatz) Sei (M, d) ein nicht leerer vollstindi-
ger metrischer Raum und f : M — M eine Abbildung. Wir nehmen an, dass es
ein L <1 gibt, so dass

d(f(x), f(y)) < Ld(z,y)

fir alle x,y € M gilt. f ist also eine Lipschitzabbildung mit einer Lipschitzkon-
stante, die kleiner als Eins ist, solche Abbildungen heiffen kontrahierend. Dann
gilt:

(i) Es gibt einen eindeutig bestimmten Fizpunkt xg € M wvon f.

(ii) Ist x ein beliebiges Element von M, so konvergiert die Folge

x, f(x), f*(x), f*(x),...

gegen xo. Dabei ist f*(x) als die k-fache Anwendung von f auf x definiert,
d.h. es ist f1(z) = f(x) und fF(z) = f(f*(x)) firk > 1.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit, dazu nehmen wir an, dass zg
und yo beides Fixpunkte sind. Das impliziert, dass einerseits d(f(zo), f(y0)) =
d(xo0,y0) gilt, denn es ist ja f(xo) = 2o und f(yo) = yo nach Voraussetzung.
Andererseits ist d(f(zo), f(yo)) < Ld(xo,y0). Damit ist d(zo,y0) eine nicht-
negative Zahl mit der Eigenschaft d(xo,yo) < L d(zo,yo). Davon gibt es aber
nur eine, ndmlich die Null, denn fiir strikt positive Zahlen « ist La < a. Es ist
also d(xg,y0) = 0 und folglich z¢ = yo.

Kurz: Es existiert hdchstens ein Fixpunkt.

Es fehlt noch der Nachweis, dass es auch wirklich einen gibt. Dazu wahlen
wir ein beliebiges & € M, wegen M # () ist das moglich. Setzen wir x,, := (%)
fiir n € N, so erhalten wir eine Folge (z,) in M. Wir zeigen jetzt:

") Eine Menge K C R™ heifit konver, wenn mit je zwei Punkten die ganze Verbindungs-
strecke enthalten ist. So ist zum Beispiel eine Kreisscheibe konvex, eine dreipunktige Menge
aber nicht.
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e (x,,) ist eine Cauchy-Folge, es gibt also wegen der vorausgesetzten Vollstin-
digkeit ein zg mit x,, — xg.

e Dieses xg ist ein Fixpunkt von f.

Damit wéiren dann (i) und (ii) vollstindig bewiesen.

Wir betrachten zunéchst den Abstand zweier benachbarter Folgenelemente.
Stets ist
d(-rn-i—lv Tn) = d(f(rn)v f(mn—l)) < Ld(Tn, mn—1)7

und wenn man das iteriert, folgt

L d(l"ru xn—l)
de(l’nfla m'rL72)

d($n+17 .Z‘n)

INININ A

L”d(xl, ‘%)

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung kann damit auch der Abstand beliebiger Fol-
genelemente kontrolliert werden:

d(CE',“ In+’r') < d(ITL7 $7L+1) + d($n+17 I’!L+2) + -+ d(z”H""_l ) xn—H')
< (LM LM 4 LYY (g, 7)
< (Ln + Lt R )d($17 :f)

L"(1+ L+ L*+---)d(zy, %)
LTL

1-L

Da L < 1 gilt, ist (L™) eine Nullfolge, und daraus folgt sofort, dass (z,,) eine

Cauchy-Folge ist.

d(CEl, i)

Setze xg := limz,,. Da f als Lipschitzabbildung stetig ist und folglich Limites
mit f vertauscht werden diirfen, kénnen wir so schliefen:

f(o) = [f(limzy)
= lim f(2)
= limz,4
= Zo;
das letzte Gleichheitszeichen gilt deswegen, weil (z,,4+1) Teilfolge von (z,,) ist
und deswegen den gleichen Limes hat.

Damit ist der Banachsche Fixpunktsatz vollstandig bewiesen. ]

Der Cantorsche Durchschnittssatz®

Durch den Banachschen Fixpunktsatz ist es moglich, die Existenz eines Ele-
mentes xo mit gewissen Eigenschaften dadurch nachzuweisen, dass man diese
Eigenschaften umcodiert: Sie sollen dann erfiillt sein, wenn zy Fixpunkt einer
geeigneten kontrahierenden Abbildung ist. Mit dem nachstehenden Satz lernen
wir eine weitere Technik fiir Existenznachweise kennen:
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Satz 5.4.2. (Cantorscher Durchschnittssatz) Sei (M,d) ein vollstindiger me-
trischer Raum und K, = K, (x,) eine abgeschlossene Kugel firn = 1,2,...
Ist dann

KiDKyDKz3D---

und gilt r, — 0, so gibt es genau ein xq, das in allen K, enthalten ist.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass die Folge (z,,) der Kugel-Mittelpunkte eine
Cauchy-Folge bildet. Sei dazu € > 0 vorgelegt. Ist dann ng so gewéhlt, dass
Tne < €/2 gilt, so kann man fiir Indizes n, m mit n, m > ng so schliefen: Sowohl
Ty als auch z,, liegen in K, denn K, und K,, sind nach Voraussetzung Teil-
mengen von K. Folglich gilt d(z,,Zn,), d(@m,Tny) < Ty < €/2, wegen der
Dreiecksungleichung also auch d(z,, Z,) < €.

Setze x := lim x,,, dieser Limes existiert wegen der vorausgesetzten Vollstian-
digkeit von M. Wir zeigen noch, dass ¢ in allen K, liegt. Sei dazu n vorgege-
ben. Fiir m > n liegt dann x,, in K,, denn K,, C K,. Das bedeutet, dass die
konvergente Folge (2, Zpi1, Tni2,-..) in K, liegt; und da K,, abgeschlossen
ist (Beispiel 1 nach Definition 3.1.6) und Limites von Folgen abgeschlossener
Mengen wieder dazugehoren (Satz 3.1.7), gilt wirklich zg € K.

Das beweist
o € mK”
n

Es fehlt noch der Beweis der Eindeutigkeit. Sind zg, yo Elemente aus (), K,
so gilt xg,yo € K, und damit

d(x0,y0) < d(zo, xn) + d(yo, xn) < 21y,

fiir jedes n. Da (r,,) eine Nullfolge ist, muss notwendig d(z, yo) = 0 und folglich
To = Yo sein. 0
Bemerkungen:

1. Der Satz wurde unter drei Voraussetzungen gezeigt: M ist vollstindig; die

(K,,) bilden eine absteigende Folge; die Folge (ry,) konvergiert gegen Null. Alle
drei sind wesentlich:

e Die Vollstindigkeit von M : Im metrischen Raum ]0,3[ betrachten wir
Ty =1y = 1/nfiirn=1,2,... Dann ist K,, := K, (z,) =]0,2/n].

Es gilt zwar r,, — 0 und K7 D Ky -+, aber () K,, = 0.

e Die Kugeln miissen absteigen: Das ist eine offensichtliche Voraussetzung,
man kénnte als Gegenbeispiel etwa K, := K/, (n) in R betrachten; der
Raum ist vollstindig, es gilt r,, = 1/n — 0, und trotzdem ist wieder

N, = 0.

e r, — 0: Dass das eine wesentliche Forderung ist, ist etwas schwieriger
einzusehen. Gesucht ist ein vollsténdiger metrischer Raum M, in dem
eine absteigende Kugelfolge mit leerem Schnitt existiert.

Als metrischen Raum betrachten wir die Menge N der natiirlichen Zahlen
mit einer etwas ungewohnlichen Metrik:
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— Der Abstand von 1 zu allen m > 2 ist gleich 2.
— Der Abstand von 2 zu allen m > 3 ist gleich 3/2.
— Allgemein: Der Abstand von n zu allen m > n+1ist (n+1)/n.

Die genaue Definition ist die folgende:

0 : m=n

d(m,n) ::{ Lt sty ¢ MAN
Es ist dann leicht einzusehen, dass d wirklich eine Metrik ist. Wie im Fall
der diskreten Metrik folgt aus d(m, n) < 1, dass m = n gilt, und deswegen
ist klar, dass die einzigen Cauchy-Folgen in (M,d) diejenigen sind, die
von einer Stelle ab konstant sind. Solche Folgen sind aber konvergent, und
deswegen ist M vollstindig.

Betrachtet man nun als n-te Kugel K,, die Kugel um n mit dem Radius
(n+ 1)/n, so ist nach Definition der Metrik

K,={nn+1,n+2,...}

Es ist dann klar, dass K1 D K3 D ---. Es gibt aber kein Element aus M,
das in allen K, liegt, damit ist das gesuchte Gegenbeispiel gefunden.

2. Durch den Satz wird Vollsténdigkeit sogar charakterisiert: Gilt in einem me-
trischen Raum (M, d) der Cantorsche Durchschnittssatz, so ist M vollsténdig.

Beweisidee: Sei (zy) eine Cauchy-Folge in M. Suche ein ni, so dass fiir
n,m > ny die Ungleichung d(zn, zm) < 1/2 gilt und setze K1 := Ki(xn, ).
Bestimme dann ein ns > nq mit d(zn, m) < 1/22 fiir die n,m > ns. Die
zweite Kugel ist Ko := Kj/3(Tn,). So geht es immer weiter, auf diese
Weise ergibt sich eine Folge von Kugeln mit K; D K2 D ---, fiir die die
Radien gegen Null gehen.

Setzt man den Cantorschen Durchschnittssatz voraus, so folgt die Existenz
eines zo, das in allen Kugeln liegt. Insbesondere gilt d(zo,zn,) < 1/2%7*
und folglich z,, — xo.

Unsere Cauchy-Folge hat also eine konvergente Teilfolge; dann muss sie
aber selbst schon konvergent sein.

Der Bairesche Kategoriensatz!®)

In diesem Unterabschnitt geht es um eine dritte Antwort auf die Frage
, Warum ist Vollstindigkeit eine wesentliche Eigenschaft?“. Wir werden den
Baireschen Kategoriensatz beweisen und eine iiberraschende Anwendung skiz-
zieren.

RENE BAIRE
1874 — 1932

18) Baire war Professor in Dijon, ab 1914 beurlaubt. Heute ist er hauptséichlich bekannt wegen
des Baireschen Kategoriensatzes und durch seine Untersuchungen zu punktweisen Limites von
Folgen stetiger Funktionen (Bairesche Klassifikation).
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Ausgangspunkt soll ein Versuch sein, die vagen qualitativen Begriffe ,, grof3“
und , klein® fiir Teilmengen eines metrischen Raumes zu prézisieren. Fiir unsere
Zwecke ist die folgende Definition von , klein“ zweckméfig:

Definition 5.4.3. Sei (M,d) ein metrischer Raum und A C M.

(i) A heift nirgends dicht, wenn (A7)° = 0 gilt, wenn also der Abschluss
von A keine inneren Punkte hat.

(i) A heifit von erster Kategorie, wenn A als abzihlbare Vereinigung nirgends
dichter Mengen geschrieben werden kann.

(i1i) A heifst von zweiter Kategorie, wenn A nicht von erster Kategorie ist.

Bemerkungen und Beispiele:

1. Mengen, die nirgends dicht sind, sind im folgenden Sinn wirklich , klein®:
Selbst wenn man sie durch Ubergang zu A~ vergréflert, findet man kein z und
kein € > 0, so dass K.(z) C A~. So sind endliche Teilmengen von R nirgends
dicht, aber auch N und die abgeschlossenene Menge {0} U {1/n|n=1,2,...}.

2. Abzihlbare Vereinigungen solcher , kleinen“ Mengen kénnen schon wesentlich
umfangreicher sein. So ist zum Beispiel Q in R als abzihlbare Vereinigung
einpunktiger Mengen von erster Kategorie.

3. Es ist gar nicht so einfach, sich eine Teilmenge von R von erster Kategorie
vorzustellen, die nicht abzéhlbar ist. So etwas gibt es aber, das bekannteste
Beispiel ist das so genannte Cantorsche Diskontinuum D.

Diese Menge ist so definiert: Man starte mit dem Intervall [0, 1] und entferne
daraus zuniichst ]1/3,2/3 [ Aus den verbleibenden beiden Intervallen nehme
man ebenfalls jeweils das mittlere Drittel, also die Intervalle ]1/9,2/9[ bzw.
17/9,8/9 [ weg. Dieses Verfahren wird fortgesetzt, was am Ende iibrig bleibt, ist
die Menge D9,

Dieses D ist dann eine nirgends dichte {iberabzihlbare Menge.

Begriindung: D ist nach Definition abgeschlossen, es wurde ja aus einer
abgeschlossenen Menge eine offene Teilmenge entfernt. D hat sicher auch
keine inneren Punkte, da beim Herausnehmen der Teilintervalle kein In-
tervall positiver Léinge iibrig blieb.

Dass D nicht abzihlbar ist, sieht man am besten, wenn man mit der
Darstellung der Punkte von D zur Basis 3 arbeitet: Man kann genau so
viele Punkte in [0,1] nur unter Verwendung der Ziffern 0 und 2 in der
Basis 3 darstellen, wie es Folgen in der Menge {0,2} gibt, und das sind

19)Wer etwas préziser vorgehen méchte, sollte mit D, die im n-ten Schritt entstandene
Menge bezeichnen und dann D als ()72 ; D, definieren. Noch eleganter ist es, D als die
Menge derjenigen Punkte in [0, 1] einzufiihren, bei denen in der Darstellung zur Basis 3 die
Ziffer 1 nicht vorkommt. Dazu miisste man sich allerdings etwas genauer mit dem Thema
»g-adische Entwicklung“ auskennen, das in Kapitel 2 nur ganz am Rande nach Satz 2.5.1
erwihnt wurde.



5.4. VOLLSTANDIGKEIT: FOLGERUNGEN 43

iiberabzéhlbar viele: Es sind nédmlich genau so viele, wie es Folgen in {0, 1}
gibt, und die reichen, um alle Zahlen in der {iberabzéhlbaren Menge [0, 1]

zur Basis 2 — also als Dualzahl — darzustellen®®).

4. Da auch im metrischen Raum Q die endlichen Mengen nirgends dicht sind,
ist Q als Teilmenge von sich selber von erster Kategorie.

5. Mal angenommen, man weif}, dass irgendeine Teilmenge A von M von zweiter
Kategorie ist. Entfernt man dann aus A eine Menge B erster Kategorie, so muss
noch etwas iibrig bleiben, es muss also A\ B # ) gelten: Denn andernfalls wire
ja A = B und folglich A von erster Kategorie.

Das fiihrt zur folgenden Strategie fiir Existenznachweise:
e Man verschaffe sich ein A von zweiter Kategorie.

e Angenommen, man mochte zeigen, dass A Elemente mit einer gewissen
Eigenschaft F enthalt.

e Weise dann nach, dass die Menge der x € A, die F nicht haben, von erster
Kategorie ist.

Ein Beispiel lernen wir weiter unten kennen.

Unser Hauptergebnis besagt, dass vollsténdige metrische Rdume immer ,,gro3*
sind:

Satz 5.4.4. (BAIREscher Kategoriensatz) Sei (M,d) ein wvollstindiger metri-
scher Raum, es gelte M # (. Dann ist M (als Teilmenge von sich selber) von
zweiter Kategorie. Man sagt auch, dass M ,von zweiter Kategorie in sich® ist.

Beweis: Angenommen, das wére nicht der Fall: Dann ist M = |J,,cy An, wobei
die Teilmengen A, von M nirgends dicht sind. Wir zeigen, dass das zu einem
Widerspruch fiihrt. Die Strategie wird darin bestehen, abgeschlossene Kugeln
K1, Ka,...in M mit den folgenden Eigenschaften zu konstruieren:

e Die Radien gehen gegen Null.
e Esist K1 DKo D -+
e K,NA, =0.

Wegen der Vollstandigkeit miisste es dann aufgrund des Cantorschen Durch-
schnittssatzes ein zg geben, das in allen K, liegt. Aber K, N A, = () impli-
ziert, dass zo in keinem A,, und damit auch nicht in |J 4,, liegen kann. Da wir
U A, = M vorausgesetzt haben, wire das ein Widerspruch und der Satz wire
vollstéindig bewiesen.

20)Ein bisschen wurde hier geschummelt, da die Darstellung einer Zahl in irgendeiner Basis
nicht eindeutig ist. Dabei geht es aber nur um , wenige“ Punkte, das Argument ist also im
Wesentlichen korrekt.

Bairescher
Kategoriensatz
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Sei y irgendein Punkt von M; nur hier nutzen wir aus, dass M nicht leer
ist. Nach Voraussetzung hat A; keine inneren Punkte, insbesondere ist y kein
innerer Punkt. Folglich ist keine Kugel K, (y) mit positivem Radius in A ent-
halten, fiir den Spezialfall » = 1 heifit das: K (y) ist nicht Teilmenge von A7,
es gibt also ein 1 mit d(y,z1) <1 und z1 ¢ A].

Da A] abgeschlossen ist, konnen wir ein e > 0 mit K., (z1)NA] = 0 finden.
Diese Kugel wird die erste der gesuchten Kugeln sein: K := K., (x1).

Was mit y und A; konstruiert wurde, wird nun mit z; und As wiederholt:
x1 ist nicht innerer Punkt von A5 (denn es gibt keine), und damit ist K., /o(x1)
keine Teilmenge von A5 : Wir finden ein xo mit d(z1,22) < e1/2 und zo ¢ A5 .
Da A abgeschlossen ist, gibt es ein €5 > 0, so dass die Kugel K., (z2) die
Menge A5 nicht trifft. Wir wollen dabei annehmen, dass e < £1/2, eventuell
miissen wir das €9 dazu verkleinern. Durch diese Bedingung ist sichergestellt,
dass die Kugel K» := K_,(x2) in K; liegt, zur Begriindung muss man sich nur
an die Dreiecksungleichung erinnern.

So setzen wir die Konstruktion fort, auf diese Weise erhalten wir eine Ku-
gelfolge K1 D Ko D --- mit den bendtigten Eigenschaften. (Dass die Radien
en gegen Null gehen, folgt daraus, dass wir das jeweils néchste g, mit der
Eigenschaft ¢, 11 < €, /2 withlen; damit ist £, < &7/2"71.) O

Manchmal sind folgende Umformulierungen des Satzes niitzlich:
Korollar 5.4.5. Es sei (M,d) ein nicht leerer vollstandiger metrischer Raum.

(i) Ist (An)nen eine Folge abgeschlossener Teilmengen von M, so dass M
mit |J A, tibereinstimmt, so gibt es ein n mit (A,)° # (.

(ii) Es seien O1,0a, ... offene Teilmengen von M, jedes O, sei dicht in M.
Dann ist auch () O,, eine dichte Teilmenge.

Beweis: Die Aussage (i) ist eine direkte Umschreibung von Satz 5.4.4: Wiiren
alle (A,,)° leer, so wiren die A, nirgends dicht; damit wiire M von erster Kate-
gorie im Widerspruch zum Satz von Baire.

Ahnlich einfach ist es im Beweis von (ii) einzusehen, dass (] O,, nicht leer ist.
Nach Voraussetzung sind némlich die abgeschlossenen Mengen A,, := M \ O,
nirgends dicht, und folglich kann (J A, (= M \ () O,,) nicht ganz M sein.

Zwischen ,nicht leer” und ,dicht* klafft aber noch eine scheinbar gewaltige
Liicke, deswegen muss man etwas sorgfiltiger argumentieren. Wir beginnen mit
der Vorgabe eines xyp € M und eines € > 0.

Unser Ziel: Es gibt ein 2 € (O, mit d(xg,2) < . Dazu betrachten wir als
metrischen Raum die abgeschlossene Kugel K := K_.(z¢) mit der von M ge-
erbten Metrik. Da K abgeschlossen ist, liegt wieder ein vollstdndiger metrischer
Raum vor; K ist auch nicht leer, denn mindestens zg gehort dazu.

In dem neuen metrischen Raum sind die Mengen O}, := O,, N K offen und
dicht, das ist leicht einzusehen. Folglich ist, wie wir vor wenigen Zeilen gesehen
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haben, (O, = K N (O,) # 0, und damit ist wirklich die Existenz eines
Elementes z € () O,, mit d(xo,z) < € gezeigt. a

Beispiele:

1. Zur Hlustration betrachte man den vollstdndigen metrischen Raum R. Da Q
als abzéhlbare Teilmenge von erster Kategorie ist, muss QQ eine echte Teilmenge
von R sein. Anders ausgedriickt: Es gibt irrationale Zahlen. Ahnlich wie bei
einem anderen Beweis dieser Aussage durch ein Kardinalzahlargument (Satz
1.10.4) wird auch durch das Kategorienargument nur die Eristenz garantiert,
eine konkrete irrationale Zahl ist damit noch nicht gefunden.

2. Als wesentlich anspruchsvollere Anwendung kann man mit einem Kategorien-
argument auch zeigen, dass es stetige Funktionen auf [0,1] gibt, die nirgendwo
differenzierbar sind. Die Einzelheiten sind sehr technisch, hier ist eine Skizze
der wesentlichen Schritte:

e Wir betrachten den vollstéindigen metrischen Raum C[0,1] aus dem vo-
rigen Abschnitt, nach dem Satz von Baire ist er von zweiter Kategorie in
sich. Darin definieren wir die folgende Teilmenge:

A:={f| esgibt ein z, bei dem f differenzierbar ist}.

Es soll gezeigt werden, dass A eine ,kleine* Teilmenge von C[0,1] ist.
Dazu wird bewiesen, dass A von erster Kategorie ist. Insbesondere muss
es stetige Funktionen geben, die nicht in A liegen, die also nirgendwo
differenzierbar sind.

e Dazu wird, fiir alle n € N, eine Menge A,, als die Teilmenge derjenigen
Funktionen in C'[0, 1] definiert, fiir die gilt:

Es gibt ein x < 1, so dass fiir 0 < h mit x + h < 1 stets
|f(x+h) = f(z)] < nh

gilt. Oder es gibt ein x > 0, so dass fiir dieh < Omit x +h >0
stets gilt:
|f(z+h) — f(z)| < n|h].

e Dann beweist man A C |J 4,. Das ist relativ einfach, denn die Differen-
zierbarkeit bei einer Stelle x bedeutet doch die stetige Ergénzbarkeit der
Funktion h — (f(x + h) — f(z))/h bei 0, und wenn man n grofier wéhlt
als das Maximum dieser stetigen Funktion, liegt f in A,,.

e Der schwierigste Teil ist der Nachweis, dass alle A,, nirgends dicht sind.
Dann sind auch die AN A,, nirgends dicht, und wegen A = |J AN A,, wire
damit gezeigt, dass A von erster Kategorie ist.

Die Idee dazu:
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Fixiere n. Ist f irgendeine stetige Funktion und ¢ > 0, so wéhlt man
zunéchst einen Streckenzug?!) g, der f bis auf £/2 gleichmiflig approxi-
miert. Das geht, weil f gleichmiiflig stetig ist. Sei etwa M die maximal in
g auftretende Steigung. Nun addieren wir zu g eine Funktion h, die ganz
stark ,zappelt“ (vgl. Bild 5.15):

h soll eine Ségezahnfunktion sein, die zwischen Null und der Hohe £/2 hin
und her pendelt, und zwar so, dass ihre Steigung immer plus oder minus
M’ mit einem ,sehr grolen* M’ ist. Dadurch hat dann g + h iiberall eine
Steigung von (betragsmifig) mindestens M’ — M.

Die Funktion g + h liegt auch in der Kugel mit dem Radius ¢ um f.
Hat man M’ so gewihlt, dass M’ — M gréfler als n ist, so kann f + h
nicht beliebig genau durch Elemente aus A, approximiert werden, denn
die haben ja irgendwo eine durch n beschrénkte Steigung, die von g + h
dagegen ist iiberall mindestens M’ — M.

Und das zeigt, dass f kein innerer Punkt von A7 sein kann; da f und e
beliebig waren, heifit das, dass A,, nirgends dicht ist.
€aR

2

Bild 5.15: Die Funktion h

,Klein*“ oder ,,Grof3“?

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, fiir eine Teilmenge N einer Men-
ge M zu sagen, dass sie ,klein“ ist, zwei haben wir bereits kennen
gelernt:

e Man konnte N ,klein im Kardinalzahlsinn in M“ nennen, wenn
N eine kleinere Kardinalzahl als M hat??). Das soll bedeuten,
dass es zwar eine injektive, aber keine surjektive Abbildung von
N nach M gibt. In diesem Sinn ist Q klein in R, denn Q ist

21 Ein Streckenzug auf [0,1] ist eine stetige Funktion, fiir die es eine Unterteilung
0=z0 <z < <xp=1so gibt, dass die Einschrinkung auf jedes Teilintervall [z;, z;+1 ]
eine Gerade, also eine Abbildung der Form z — a;x + b;, ist.
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abzéhlbar und R ist {iberabzdhlbar. Es ist dann klar, dass M
nicht klein in M ist.

Wenn dann von einer Menge N nachgewiesen werden kann,
dass sie klein in M ist, so muss es eine echte Teilmenge sein. So
folgte, dass es irrationale Zahlen geben muss.

e Fiir eine metrische Variante von , klein“ kénnte man die Katego-
rien-Definitionen verwenden. Man konnte also N klein ,,im Ka-
tegoriensinn“ nennen, wenn N von erster Kategorie in M ist.
Aufgrund des Satzes von Baire sind kleine N in vollstéindigen
RAumen wieder echte Teilmengen, und das kann — wie schon
betont — oft fiir Existenznachweise nutzbar gemacht werden.

e Einige weitere Kleinheits-Ansétze sind in Gebrauch. Neben den
schon genannten ist der folgende der wichtigste: Ist M ein
Wahrscheinlichkeitsraum und N eine messbare Teilmenge, so
heifit N ,klein im Sinn der Mafitheorie“, wenn das Mafl von N
gleich Null ist.

Kleinheitsdefinitionen braucht man fiir Existenznachweise und um
auszudriicken, dass man manchmal bereit ist, auf die Giiltigkeit von
Aussagen auf gewissen unwesentlichen — eben in einem geeigneten
Sinn , kleinen* — Teilmengen zu verzichten.

Bemerkenswerterweise hingt das Attribut ,klein“ von der gewéhl-
ten Definition ab. Wir haben zum Beispiel schon gesehen, dass es
iiberabzéhlbare Teilmengen von R gibt, die von erster Kategorie
sind. Solche Teilmengen sind klein im metrischen Sinn, nicht aber
beziiglich des Kardinalzahl-Ansatzes.

Konnen Sie eine Situation angeben, wo es genau umgekehrt ist? (Ge-
sucht wird also eine abzdhlbare Teilmenge von zweiter Kategorie
in einem {iiberabzidhlbaren Raum. Ein Tipp: Starten Sie mit einer
sgrofen” Menge mit der diskreten Metrik.)

5.5 Verstiandnisfragen
Zu 5.1
Sachfragen

47

S1: Wie wird die Vektorraumstruktur auf dem Raum aller Abbildungen von M nach
R (oder nach C) erklirt?

S2: Was bedeutet f < g im Fall reellwertiger Abbildungen?
S3: Wie sind die Vektorrdume Cx (M), CE (I) und Cg°(I) definiert?

22)S.a. Abschnitt 1.10.
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Methodenfragen

M1: Nachpriifen konnen, ob eine Menge von Funktionen einen Vektorraum bildet:
Welche der folgenden Mengen bildet einen Unterraum von C'[0,1]?

L A{f1f1) =2}

AL F) + £(0) = 0}

3. {/ | 1£(1/2)| < 1000}.

4. {f |3f(1) —4f(0) = f(1/2)}.

5. {f | f(z) = 0 fiir alle z mit 0 < z < 0.999}.

[\]

Zu 5.2
Sachfragen
S1: Was bedeutet punktweise bzw. gleichméfige Konvergenz fiir Funktionenfolgen?

S2: Wie hingen beide Konvergenzbegriffe zusammen?

S3: Die Funktionenfolge (f,)nen konvergiere gegen f. Unter welchen Voraussetzungen
an die Giite der Konvergenz und an die f,, kénnen Sie schlielen:

e f ist stetig,

o f ist differenzierbar,

o [Pf=1lim [’ fa?
S4: Was besagt der Satz von DINI?
Methodenfragen

M1: Funktionenfolgen auf punktweise und gleichméfiige Konvergenz untersuchen
koénnen.

1. fn bezeichne die Funktion x +— z". Man charakterisiere diejenigen Teilmengen
von R, auf denen (f)nen punktweise bzw. gleichmifBig konvergiert.

2. Die Funktionenfolge (fn)nen sei auf einem metrischen Raum M definiert, sie
konvergiere punktweise auf einer Teilmenge D von M gegen Null. Geht dann
diese Folge auch auf D™ punktweise gegen Null?

3. (fn)nen konvergiere auf R punktweise gegen f. Fiir welche der folgenden Ei-
genschaften F gilt: Alle f, haben E = f hat E?

e E: g(x) >0 fiir alle x € R.

o E: g(x) <1 fiir allex € R.

e E: Es gibt ein € R mit g(z) > 2.
e F: g ist stetig bei 0.

o E:g(1) —g(3) +29(6) 2 0.

4. (Pp)nen sei eine Folge von Polynomen auf R. Man zeige, dass (Pn)nen nicht
gleichmafig gegen die Exponentialfunktion konvergiert. Gibt es eine Folge von
Polynomen, die punktweise auf R gegen e® geht?
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Zu 5.3

Sachfragen

S1: Wie sind die Norm und und die Metrik im Raum C'K definiert? Wie héngt dieser
metrische Raum mit dem Thema , gleichmifige Konvergenz* zusammen?

S2: Was bedeutet die Aussage: C'K ist vollstindig. Wie beweist man sie?

S3: Was ist eine gleichgradig stetige Teilmenge von CM?

S4: Wie lautet die Charakterisierung kompakter Teilmengen im Raum C'K (Satz von
ARZELA-AscoLl), Beweisidee?

S5: Was ist ein separabler metrischer Raum? Beispiele?
Methodenfragen
M1: Den Satz von ARZELA-ASCOLI anwenden kénnen:
1. Ist {f | f€ C[0,1],0 < f <1} kompakt in C'[0,1]?
2. & C CM sei gleichmdfig Lipschitzstetig, d.h.
dVY V V@ -swl<i-day).
L>0 feda,yeM

Man zeige, dass ® gleichméifig gleichgradig stetig ist.
3. Sei to > 0. Wir betrachten in C'[0,to] die Menge

®:={fn |neN}U{0},

wobei f,,(z) := z". Fiir welche to ist ® kompakt?

4. Sei (fn)nen eine Folge in {f | f € C'[0,1],—1 < f < 1}. Man definiere Funk-
tionen Fy, : [0,1] — K durch

Fu(z) = /Ozfn(t) dt

und zeige, dass (Fy)nen eine gleichmifig konvergente Teilfolge hat (Anleitung:
beachte ,2.4 ).

Zu 5.4
Sachfragen
S1: Was besagt der Banachsche Fixpunktsatz? Beweisidee?

S2: Unter welchen Bedingungen garantiert der Cantorsche Durchschnittssatz, dass
der Schnitt einer Folge von Kugeln nicht leer ist?

S3: Was sind Mengen erster bzw. zweiter Kategorie? Was besagt der Bairesche Ka-
tegoriensatz?
Methodenfragen

M1: In einfachen Fillen den Banachschen Fixpunktsatz anwenden kénnen:
1. Fiir |a] < 1ist  — acosz (von R nach R) kontrahierend, und deswegen muss
es genau ein x in R mit = a cosx geben.

2. Stimmt der Banachsche Fixpunktsatz auch noch, wenn man die Kontraktions-
bedingung durch

d(f(x), f(y) < d(x,y)

fiir © # y ersetzt?
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5.6 Ubungsaufgaben

Zu Abschnitt 5.1

5.1.1 Welche der folgenden Teilmengen von Abb ([0,1],R) ist ein Unterraum?

a) {f | f ist stetig bei 0 oder bei 1}.

b) {f | f ist stetig bei 0 und bei 1}.

¢) {f | f ist eine Lipschitzabbildung}.

d) {f | f ist unstetig bei 1/2}.

5.1.2 Sei V ein Vektorraum von reellwertigen Funktionen auf einer Menge M. Dann
ist die punktweise definierte Relation ,,<* eine Ordnungsrelation auf V' (vgl. Seite 3).
a) Sei V der Raum der stetigen Funktionen auf R. Zeigen Sie, dass die konstante
Einsfunktion 1 Supremum der Menge A = {f, | n € N} ist. Dabei sei f,, die Funktion
x > sin(nz).

(Zu zeigen ist also, dass erstens 1 > f,, fiir alle n gilt und dass h > 1 sein muss, wenn
h eine stetige Funktion ist, fiir die h > f,, fiir alle n gilt.)

b) In dem vorstehend definierten Raum hat jede endliche Menge ein Supremum.

c) Diesmal sei V der Raum C'[0,1]. Zeigen Sie, dass zweielementige Teilmengen
manchmal ein Supremum besitzen, manchmal aber auch nicht.

Zu Abschnitt 5.2

5.2.1 (f») sei eine Folge von Funktionen von R nach R, die punktweise gegen eine
Funktion f konvergiert. Fiir welche der folgenden Eigenschaften E gilt ,Falls alle fy,
die Eigenschaft E haben, so auch f“?7

a) E: ,Die Funktion ist bei 5 grofer als bei 4.9%.

b) E: ,Die Funktion ist nichtnegativ bei allen ganzen Zahlen*.

¢) E: ,Die Funktion ist stetig bei 0“.

d) E: ,Die Funktion ist konvex*.

5.2.2 Sei k € N und (P,) eine Folge von Polynomen, fiir die der Grad < k ist. Die
P, sollen punktweise auf R gegen eine Funktion f: R — R konvergieren. Zeigen Sie,
dass auch f ein Polynom mit Grad < k sein muss.

Anleitung: Es sei P, (z) = Z?:o ajna’ fiir n € N. Man zeige durch Induktion nach k,
dass die Folgen (ajn)nen der Koeffizienten konvergent sind. Dazu ist es sinnvoll, sich
um die (nach Voraussetzung konvergenten) Folgen (P (z 4+ 1) — P, (%)) zu kiimmern.

5.2.3 Sei M eine Menge. M ist genau dann endlich, wenn jede punktweise konvergente
Folge reellwertiger Funktionen auf M bereits gleichméafig konvergent ist.

5.2.4 Es seien f, : R — R Funktionen, die alle Lipschitzabbildungen mit Lipschitz-
konstante L,, sind. Wenn die f, punktweise gegen eine Funktion f konvergieren und
die Zahlen L,, beschriankt sind, so ist auch f eine Lipschitzabbildung.

Gilt das auch ohne die Voraussetzung der Beschranktheit der L7

5.2.5 Geben Sie ein Beispiel fiir eine Folge stetiger Funktionen an, die punktweise,
aber nicht gleichméfig gegen eine stetige Funktion konvergiert.

5.2.6 Muss der gleichméfige Limes von Lipschitzabbildungen Lipschitzabbildung
sein?

5.2.7 (fn) sei eine aufsteigende Folge stetiger Funktionen auf R, die punktweise gegen

eine stetige Funktion f konvergiert. Dann ist f das Supremum der Menge {f, | n € N}
im geordneten Raum CR.



5.6. UBUNGSAUFGABEN 51

5.2.8 Essei f: R — R eine Funktion, wir setzen f, := f/n.

a) Gilt f, — 0 punktweise?

b) Fiir welche f geht (f,) gleichmifig gegen die Nullfunktion?

5.2.9 Definiere f,, : R? — R durch f,(z,7) := (2% + y*)". Auf welchen
a) punktweise gegen 0,

b)gleichméBig gegen 07

Zu Abschnitt 5.3
5.3.1 Esseien h,g € C'[0,1] mit h < g. Zeigen Sie, dass im Fall h # g die Menge

{feclo1]|rn<f<g}

nicht gleichgradig stetig ist.
5.3.2 f1, f2,... seien stetige Funktionen auf [0, 1], die punktweise gegen eine Funktion
f konvergieren. Dann sind dquivalent:
a) (fn) konvergiert gleichmiBig gegen die Funktion f. (Insbesondere ist dann f stetig.)
b) Fiir alle konvergenten Folgen (x,) mit limy o n = o, gilt

Tl fa(zn) = f(2o).
5.3.3 Man untersuche auf gleichgradige Stetigkeit:
a) {t —sin(2"t) [ n € N} auf R,
b) {t —t" | n € N} auf [0, a], wobei a > 0.
Bem.: Die Definition der gleichgradigen Stetigkeit fiir Funktionenfamilien auf nicht-
kompakten metrischen Rdumen ist wortlich diesselbe wie im Fall kompakter R&ume.
5.3.4 Sei f : [a,b] x[¢,d] — R eine Funktion. Genau dann ist f stetig, wenn die Menge
{f(,t) |t € [e,d]} in Cla,b] und {f(s,) | s € [a,b]} in C[e, d] liegen und gleichgradig
stetig sind.
(Hier ist f(s,-) die Funktion ¢ — f(s,t), analog fiir f(-,¢).)
5.3.5 Sei (fn) eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen auf [0, 1] mit

If2(0)] <1 und [Ifpll <1

fiir alle n € N. Dann besitzt (f,) eine gleichméfig konvergente Teilfolge.

5.3.6 Untersuchen Sie die folgende Teilmengen von C[0, 1] auf Kompaktheit:
2) My = {f |7 € N}, fu(z) = (2/2)"

b) My = My U {0}

¢) M3z ={f € C[0,1] | f ist Lipschitzstetig}

d) My = {f € C[0,1] | f ist Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante < 1}

e) Ms = {f € C[0,1] | f ist Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante < 1,|f| <2}

Untersuchen Sie auf gleichgradige Stetigkeit:
f) M ={fn |n €N}, wobei f, : R =R, f(z) =2%/n
5.3.7 Zu v € [0,1] definieren wir eine Funktion f, € C[0, 1] durch

£ (@) = exp(ya).

Sei nun M := {f, | v € [0,1]} die Menge dieser Funktionen.
a) Man zeige, dass M gleichgradig stetig ist.
b) Ist M sogar kompakt in C[0,1]?
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Zu Abschnitt 5.4

5.4.1 Zeigen Sie, dass die Aussage des Banachschen Fixpunktsatzes ohne die Voraus-
setzung der Vollstandigkeit nicht stimmen muss. Genauer: Geben Sie fiir M = ]0,1]
und M = Q jeweils eine Kontraktion f: M — M an, die keinen Fixpunkt besitzt.

Bemerkenswerterweise gibt es aber auch nicht-vollstdndige Raume, fiir
die der Satz gilt. Das einfachste Beispiel scheint der Graph der Funktion
sin(1/x) auf | 0,1] zu sein, also die Menge

M = {(z,sin(1/z)) | 2 €]0,1]} C R%

(Hier eine Anleitung, falls Sie das beweisen wollen: Zeigen Sie, dass das
Bild jeder Kontraktion f eine kompakte Teilmenge K von M ist, wenden
Sie dann den Banachschen Fixpunktsatz auf K und die Einschrinkung
von f auf K an. Damit ist gezeigt, dass jede Kontraktion einen Fixpunkt
hat.)

Dank an den Kollegen A. Kirk fiir den Hinweis auf dieses elegante Gegen-
beispiel.

5.4.2 Auch im Brouwerschen Fixpunktsatz sind alle Voraussetzungen wesentlich.
Geben Sie ein f ohne Fixpunkte in den folgenden Fillen an (K soll dabei stets nicht
leer sein):

a) f ist stetig, K ist konvex aber nicht kompakt.

b) K ist kompakt und konvex, f ist aber unstetig.

c) f ist stetig, K ist kompakt aber nicht konvex.

5.4.3 Gilt der Cantorsche Durchschnittssatz auch dann, wenn man ihn mit offenen
Kugeln formuliert?

5.4.4 Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch?

a) Das Komplement einer Teilmenge von zweiter Kategorie ist von erster Kategorie.
b) Sind Aj, As, ... von zweiter Kategorie in M und gilt A1 D Az D ---, so ist der
Durchschnitt der A,, ebenfalls von zweiter Kategorie.

5.4.5 Gibt es einen metrischen Raum, in dem die leere Menge von zweiter Kategorie
ist?

5.4.6 Es gibt nicht-vollstdndige metrische Rdume, die von zweiter Kategorie in sich
sind. (Die Vollstédndigkeit ist im Satz von Baire also nur eine hinreichende Bedingung.)



Kapitel 6
Integration

Zahlreiche Fragestellungen aus der Mathematik und den Anwendungen fithren
auf Probleme, die nur durch die Einfithrung von Integralbegriffen unterschiedli-
cher Komplexitdit gelost werden kénnen, z.B.:

e Wie kann man sinnvollerweise krummlinig begrenzten Mengen der Ebene
einen Fldcheninhalt zuordnen?

Bild 6.1: Krummlinig begrenzte Fliche mit Inhalt F' = ?

e Wie ist die Gesamtmasse eines Korpers zu berechnen, dessen Massendichte
von Punkt zu Punkt verschieden ist?

e Wie soll man die ,,Lénge“ einer Kurve definieren?

Die in diesem Kapitel zu besprechende Integrationstheorie soll an dem zuerst
genannten Problem motiviert werden. Dabei wollen wir uns zunéchst auf einen
einfachen Spezialfall beschrinken, ndmlich auf Flichen, die sich als

F={(z,y) |z €[ab],0<y< f(x)}

schreiben lassen, wobei @ < b und f : [a,b] — [0,+o00][ eine Funktion ist
(s. Bild 6.2).

Solche Fliachen stellen, naiv betrachtet, kein Problem dar. Jeder weiff doch,
dass auch krummlinig begrenzte Figuren einen wohldefinierten Fliacheninhalt
haben. Den kann man zwar nur in einfachen Fillen ausrechnen, wenn z.B. die
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obere Begrenzung kreisformig ist, doch ist , offensichtlich“, dass es den Fliachen-
inhalt immer ,gibt“: Man kann ihn ja zur Not experimentell durch Aufmalen
auf Papier mit anschlieBendem Ausschneiden und Wiegen oder durch Ausmalen
und Bestimmung der verbrauchten Farbe bestimmen.

Wirklich gibt es fiir Anwender geschriebene Biicher, in denen das Integral
ohne weitere Kommentare als Fliache definiert wird, die Fliche unter dem Gra-
phen von f in der vorstehenden Figur wiirde dann als ff f(x)dx bezeichnet
werden. Fiir Mathematiker ist das nicht ausreichend, denn dadurch wird ja nur
ein undefinierter Begriff (Integral) auf einen anderen (Fliche) zuriickgefiihrt.

Legitim ist es natiirlich, die Fliche durch fab f(z) dx neu zu bezeichnen, doch
erspart uns das nicht, uns iiber die Existenz Gedanken zu machen. Was wir brau-
chen, ist eine Definition, die einerseits unsere naive Vorstellung von ,Fliche*
prazisiert und die andererseits im Aziomensystem der Analysis verankert ist.

AR
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Bild 6.2: Flache unter dem Graphen einer Funktion f

Formal handelt es sich bei dem Begriff , Flidche“ einfach um eine Abbildung:
Der Funktion f wird die Flidche zugeordnet, die vom Graphen, der z-Achse und
den senkrechten Geraden durch a und b eingeschlossen wird").

Da es leider nicht moglich sein wird, allen Funktionen eine Fléche zuzuord-
nen, muss zunichst gesagt werden, welche wir zulassen wollen. Ausgangspunkte
einer Integrationstheorie sind daher:

e Erstens die Definition einer Menge Int [a, b]: Das soll eine Teilmenge der
Menge Abb ([a,b],R) aller Abbildungen von [a,b] nach R sein, Int [a,b]
soll diejenigen Funktionen enthalten, fiir die wir eine Integraldefinition
vornehmen werden.

D Das stimmt so fiir positive Funktionen. Es ist jedoch sinnvoll, das Integral auch fiir solche
f zu erklédren, die das Vorzeichen wechseln; dann muss die Interpretation etwas modifiziert
werden; s.u., Seite 86.
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e Zweitens die Definition einer Abbildung I, : Int[a,b] — R: Fiir f in
Int [a,b] mit f > 0 soll I,,(f) als Flicheninhalt zwischen dem Graphen
von f und der x-Achse interpretiert werden koénnen; die (vorliufige) Be-
zeichnung I, soll dabei an , Integral® erinnern.

Nun entsteht natiirlich nicht bei beliebiger Wahl von Int [a,b] und I, ; eine
sinnvolle Integrationstheorie. Wir werden deswegen in zwei Schritten verfah-
ren: Wir werden zunichst einen Wunschzettel aufstellen, in den wir alle die
Eigenschaften von Int [a,b] und I,; aufnehmen, die man sinnvollerweise von
einer verniinftigen Flachenmessungs-Definition verlangen kann, und dann muss
nachgepriift werden, ob es eine Moglichkeit gibt, alle Wiinsche zu erfiillen.

Hier ist zunéchst der Wunschzettel:

1. Int[a,b] ist ,mdglichst grof“: Damit ist gemeint, dass unser Verfahren zur
Flidchenmessung in moglichst vielen Féllen anwendbar ist; z.B. sollten minde-
stens alle stetigen Funktionen f: [a,b] — R zu Int [a,b] gehoren.

2. Linearititsforderung: Es ist plausibel zu verlangen, dass sich die Flachenin-
halte bei Superposition von Funktionen addieren:

R R
2 2

R R

Bild 6.3: Die Funktion f  Bild 6.4: Die Funktion ¢

R [+
) f

R
Bild 6.5: Die Funktion f +g¢
Mit f, g sollte also auch f + ¢ zu Int[a,b] gehoren, und es sollte

Lo (f+9) = Lap(f) + Lap(9)

gelten. Zusammen mit einer analogen Forderung fiir skalare Vielfache bedeutet
das, dass Int [a,b] ein R-Vektorraum sein soll und I, ; eine lineare Abbildung.

3. Zerlegungseigenschaft: Beim Anbringen senkrechter ,,Hilfslinien* soll der Fl&-
cheninhalt durch Addition der einzelnen Teilflichen ermittelt werden kénnen:
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AR

Bild 6.6: Vertikale Zerlegung

Genauer: Fiir f € Int[a,b] und ¢ € Ja,b[ist fljqc] in Int [a,c] und flic s
in Int [¢,b], und es gilt:

Illyb(f) = Ia,c<f|[a,c]) =+ I&h(f‘[c,b])

4. Monotonie: Im Falle f < g ist I, ,(f) < I, 4(g) zu erwarten:

AR

Bild 6.7: Monotonie des Integrals

5. Stetigkeit: Fiir f,g € Int[a,b], f ,nahe bei* g, ist es plausibel zu fordern,
dass I, 4(f) ,nahe bei“ I, ;(g) liegt. Dabei werden wir ,Néhe* im Sinne der
durch die Norm

[fllo == sup [|f(z)|
a<z<b

induzierten Metrik interpreticren?. f ,nahe bei“ g heifit also, dass der Abstand
zwischen den Graphen von f und g auf dem ganzen Intervall [a, b] klein ist. Die
préazise Formulierung unseres fiinften Wunsches besagt dann, dass die Abbildung
1,1, aufgefasst als Abbildung zwischen den metrischen Rdumen Int[a,b] und
R, stetig ist.

2)Um sicherzustellen, dass ||f||., stets existiert, werden wir (vorldufig) nur beschrinkte
Funktionen zulassen.
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6. Normierung: Alle bisherigen Bedingungen sind auf triviale Weise durch

Int[a,b] = {f]|f:[ab] — R beschrinkt}
I,, = die Nullabbildung

zu erfiillen. Erst durch die Forderung, dass unsere Fléchendefinition in einfachen
Féllen den aus der Elementargeometrie bekannten Wert liefert, werden derartig
triviale ,,Losungen* des Integrationsproblems ausgeschlossen.

R

[ R

Bild 6.8: Fliche unter der Einsfunktion

Wir verlangen, dass I, ;(1) = b— a ist, wobei 1 die konstante Funktion bezeich-
net, die an jeder Stelle den Wert 1 hat; es wird also gefordert, dass ein Rechteck
mit den Kantenldngen 1 und b—a wirklich b—a als Fliche zugeordnet bekommt.
Insbesondere soll 1 zu Int [a, b] gehoren.

Ziel dieses Kapitels ist es zunéchst zu zeigen, dass durch geeignete Definition
von Int [a, b] und 1, alle Forderungen zu erfiillen sind: In Abschnitt 6.1 wird die
wichtigste Losungsmdglichkeit vorgestellt, das RIEMANN-Integral. (Ein weiterer,
davon unabhiingiger Ansatz wird spiter ebenfalls skizziert.)

Durch Beispiele wird klar, dass die konkrete Berechnung von I, ;(f) sehr
schwerfiillig sein kann, wenn man direkt mit der Definition arbeitet. Viel einfa-
cher geht es in der Regel, wenn Stammfunktionen verwendet werden: Es reicht
im Fall stetiger f, eine Funktion F' mit F” = f zu finden. Das wird in Abschnitt
6.2 bewiesen, dort besprechen wir auch die wichtigsten Integrationsmethoden,
unter anderem Integration durch Substitution, partielle Integration und Inte-
gration durch Partialbruchzerlegung.

Durch Approximationstechniken kann die Definition des Integrals auf den
Fall unbeschrénkter Funktionen und unbeschriankter Definitionsbereiche iiber-
tragen werden, diese so genannten uneigentlichen Integrale werden in Abschnitt
6.3 eingefiihrt.

In Abschnitt 6.4 werden wir uns mit einer eher technischen Fragestellung aus-
einander zu setzen haben: Welche Eigenschaften haben Funktionen, die punkt-
weise durch ein Integral definiert sind? Von besonderer Bedeutung wird dabei
der Satz iiber die ,, Differentiation unter dem Integral® sein.

Mit Hilfe des Integralbegriffs lassen sich verschiedene Normen fiir Funktionen
definieren. Diese ,, LP-Normen“ spielen in den Anwendungen eine wichtige Rolle,
in Abschnitt 6.5 werden sie eingefiihrt, auch werden einige hiufig benotigte Un-
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gleichungen bewiesen® . Das Kapitel schlieBt mit der Behandlung des Problems,
ob man zu ,geniigend einfachen* Funktionen immer eine geschlossen darstell-
bare Stammfunktion finden kann. In Abschnitt 6.6 soll ein berithmter Satz von
Liouwille bewiesen werden, er besagt, dass bereits eine so einfache Funktion wie

e” ein Beispiel dafiir ist, dass das nicht immer moglich sein muss.
7

6.1 Definition des Integrals

Wie kann man fiir beliebige Intervalle [a,b] mit a < b einen Funktionenraum
Int [a,b] und eine Abbildung I, so definieren, dass alle in der Einleitung ge-
nannten Wiinsche erfiillt sind? Die Losung besteht iiberraschenderweise darin,
einen Umweg zu machen. Wir beginnen némlich ausdriicklich nicht damit, die
uns am meisten interessierenden Funktionen — wie etwa die Polynome oder gleich
alle stetigen Funktionen — in Int[a,b] aufzunehmen und dafiir I, ; zu definie-
ren, sondern wir kiitmmern uns zundchst um Treppenfunktionen: Das sind sehr
spezielle, sehr einfache Funktionen, die bisher keine Rolle gespielt haben und die
uns nach diesem Abschnitt auch nicht mehr begegnen werden. Sie haben aber
den grofien Vorteil, dass ihr Integral (wenigstens scheinbar) ganz problemlos
definiert werden kann.

Schauen wir noch einmal auf den Wunschzettel. Ganz am Ende hatten wir
gefordert, dass 1 zu Int [a, b] gehoren und dass I, (1) = b— a sein soll. Da man
die konstante Funktion, die — fiir irgendeine reelle Zahl r» — an jeder Stelle den
Wert r hat, als 1 schreiben kann, muss auch sie wegen des Vektorraumwunsches
(Wunsch 2) in Int [a, b] liegen, auerdem muss wegen der Linearitétsforderung
Iop(rl) = rl,p(1) = r(b — a) gelten. Fiir solche Funktionen haben wir also
iiberhaupt keine Wahl.

AR

R

Bild 6.9: Die konstanten Funktionen r1

Wie sieht es mit Funktionen aus, die aus konstanten Bausteinen zusammenge-
setzt sind, etwa mit der folgenden Funktion f7

3)Dieser und der folgende Abschnitt gehéren nicht unbedingt zum Pflichtprogramm der
Analysis. Sie kénnen — ohne grofie Nachteile fiir das weitere Verstindnis — beim ersten Lesen
iibersprungen werden.
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R f

R

Bild 6.10: Eine aus konstanten Funktionen zusammengesetzte Funktion f

Da I, beim Zerlegen additiv sein soll (Wunsch 3), muss I, ;(f) die Summe aus
den Integralwerten der Einschrinkungen von f auf die Intervalle [a,c], [¢,d]
und [d,b] sein. Auf diesen Teilintervallen aber ist f eine konstante Funktion®,
und deswegen sollte I, (f) den Wert 71 (¢ — a) + ro(d — ¢) + r3(b — d) haben.

Funktionen wie die eben diskutierte heiflen Treppenfunktionen, damit wer-
den wir uns als Erstes etwas genauer beschiiftigen. Wir haben gesehen, dass
es fiir solche f einen nahe liegenden Kandidaten fiir I, ;(f) gibt, und wirklich
wird sich das Integrationsprogramm fiir Treppenfunktionen fast vollstéindig ent-
wickeln lassen. Einziger Schonheitsfehler: Treppenfunktionen sind so gut wie nie
stetig, es ist also eine richtige Theorie fiir die falsche Funktionenklasse. Man kann
diese Schwierigkeit aber beheben, indem man die Definition erweitert, um dann
das Integral auch fiir interessantere Funktionen behandeln zu kénnen. Dabei
wird die Monotonieforderung (Wunsch 4) als Motivationshilfe zur Integraldefi-
nition herangezogen, so wird sich das Riemann®-Integral ergeben. (Man kann
stattdessen auch mit der Stetigkeitsforderung arbeiten, das wird kurz skizziert
werden.)

‘ Vorbereitungen: Treppenfunktionen ‘

Definition 6.1.1. Es sei a < b. Fine Funktion 7 :[a,b] — R heifit Trep-
penfunktion, wenn es eine Unterteilung von [a,b] so gibt, dass T auf dem In-

neren der Unterteilungsintervalle konstant ist, d.h. wennn € N, xq, ..., x, mit
a=x9 < w1 <--- <, =0und Zahlen rq,...,rn_1 So existieren, dass T auf
| @i, 21 [ konstant gleich r; ist (firi=0,1,...,n—1).

Man beachte insbesondere, dass T nicht notwendig positiv sein muss, dass
die r; micht verschieden zu sein brauchen (auch wenn sie benachbart sind) und
dass T an den Randpunkten der Intervalle [x;, ;11| nicht notwendig einen der
Werte r;_1, r; oder riy1 haben muss.

4) Eventuell mit Ausnahme der Randpunkte, eine Ab#nderung an endlich vielen Punkten
sollte aber fiir den Fliacheninhalt keine Auswirkungen haben.

5)Riemann: Professor in Gottingen, erste mathematisch prézise Fassung des Integrations-
problems, auch besonderes einflussreiche Arbeiten zur Geometrie (Riemannsche Flédchen, Rie-
mannsche Geometrie), Funktionentheorie und zur Zahlentheorie (Riemannsche Vermutung).

{-

BERNHARD RIEMANN
1826 — 1866

Treppen-
funktion



60 KAPITEL 6. INTEGRATION
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Bild 6.11: Fine ,typische“ Treppenfunktion T

Die Menge aller Treppenfunktionen auf [a,b] soll mit Tr[a,b] bezeichnet wer-
den.

Aufgrund der vorstehenden Motivation ist klar, wie wir das Integral fiir
Treppenfunktionen definieren miissen, niamlich durch

n—1
]a,b(T) = Z i (xiJrl — :L'Z)
=0

Vor der Definition ist aber noch ein gut verstecktes Wohldefiniertheitsproblem
zu losen, denn die Darstellung einer Treppenfunktion durch die Zerlegung ist
nicht eindeutig:

Vor der Wohldefiniertheitsfalle bei der Abbildungsdefinition ist auf
Seite 14 in Band 1 ausdriicklich gewarnt worden: Wenn es zur Be-
schreibung eines Elements mehrere Moglichkeiten gibt und man bei
der Abbildungsdefinition eine dieser Beschreibungen verwendet, so
ist nachzupriifen, dass die Definition unabhéngig von der Darstel-
lung ist; als Beispiel wurde der nicht zuldssige Definitionsversuch
n/m — n —m fiir rationale Zahlen genannt.

Und eine dhnliche Situation liegt hier vor, das Problem ist lediglich
wesentlich besser versteckt. Hier ein Beispiel, wir betrachten einfach
die Funktion 7, die konstant gleich 3 auf [a,b] = [0,1] ist. Das
ist sicher eine Treppenfunktion entsprechend Definition 6.1.1, man
braucht ja nur n = 1, o = 0, 1 = 1 und rg = 3 zu setzen. Damit
berechnet sich Iy (7) zu

10’1(7') =3- (1 *0)
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Das ist aber nicht die einzige Moglichkeit. Man koénnte doch genauso
— allerdings unnétig kompliziert — die Aussage ,,7 ist Treppenfunk-
tion“ dadurch begriinden, dass man n =3, g =0, x1 = 0.2, 15 =
0.7, xz3 =1 und ro = r; = ro = 3 wihlt. Mit dieser Darstellung ist

Ipa(r)=3-(02-0)+3-(0.7—0.2) +3- (1 —0.7).

Nun hat dieser Ausdruck genauso wie 3 - (1 — 0) den Wert 3. Das
war natiirlich kein besonderer Gliicksfall: Im nachstehenden Lemma
wird gezeigt, dass man stets garantieren kann, dass die Definition von
1,.4(T) von der Darstellung von 7 als Treppenfunktion unabhéngig
ist.

Lemma 6.1.2. Ist 7 € Tr[a,b] auf zwei verschiedene Weisen als Treppenfunk-
tion dargestellt, etwa durch die Zerlegung a = xg < -+ < x, = b mit Werten
ri auf (i, zit1 [ und durch a = yo < -+ < Yy, = b mit den Werten s; auf
1yj, yj41 [, so ist

m—1
E i (Tip1 — @) = E s (Yjr1 — Yj)-
Jj=0

Das heiftt, dass I : Tr[a,b] — R, definiert durch

n—1
)i= D i (w1 — )
=0

fiir irgendeine Darstellung von T als Treppenfunktion, eine wohldefinierte Abbil-
dung ist.

Beweis: Grund fiir die Richtigkeit des Satzes ist das Distributivgesetz, die Idee
kann man schon an einer konstanten Funktion verdeutlichen: 7 sei konstant
gleich r auf [a,b] und sowohl durch n = 1, 9 = a, 1 = b, 19 = r als auch
durch zg,...,2, mit a =20 < -+ <z, =bundrg =r1 =+ =rp_1 =71
dargestellt. Fir I, ;(7) ergibt sich dann in der ersten Darstellung r(b — ) und
in der zweiten

7’0(:171 — .Z'o) + 7’1(1‘2 — xl) + -+ Tnfl(xn — :En,l)
r((z1 — o) + (w2 — 1) + -+ + (T — Tn—1))
= r(x, —x0)

= r(b—a)

beim ersten Gleichheitszeichen wurde r ausgeklammert, hier spielt also das Dis-
tributivgesetz eine entscheidende Rolle, danach wurde ausgenutzt, dass sich alle
Summanden bis auf x,, —xg wegheben, da sie sowohl mit positivem als auch mit
negativem Vorzeichen auftreten.
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Der allgemeine Fall wird auf diese Situation zuriickgefiihrt, indem wir eine
Zerlegung betrachten, die ,feiner” ist als beide vorgelegten Zerlegungen. 7 sei
also gegeben durch

a=x9 < <xp =0, T|]I1,z,‘+1[:ri
und
a=yy << yYm =0, T|]yj,yj+1[: Sj-
Wir ordnen nun die Zahlen in {zo,...,%n,%0,-..,Ym} der GroBe nach und

schreiben die sortierten Zahlen als
a=z0<z <. <z =b

Fiir geeignete Indizes p; fiir 0 <4 < n und y; fiir 0 < j < m ist dann z; = 2,
und y; = zy,;.

Hier ein einfaches konkretes Beispiel:

Zo T1x2 T3 T4
Yo Y1 Y2 Y3 Yq
20 Z1 22 23 24 z5 26

Bild 6.12: Zwei Zerlegungen und eine gemeinsame Verfeinerung

Esist po =0, p1 = 2, p2 = 3, u3 = 4 und pa = 6 sowie vy = 0, v1 = 1,
v =4, v3 =5 und vs = 6.

Fir k € {0,...,0 —1} und ¢ € {0,...,n — 1} mit pg; < k < p;41 ist dann
nach Konstruktion | zx, zk41 [ C |24, 2541 [, d.h. 7 hat auf | z, zk41 [ den Wert
te :=1;.

Es ergibt sich durch Ubergang zu einer anderen Klammerung der Summanden:

-1
>tk (21 — )
k=0

n—1 Mit1—1

Z >tk (31 — 2)

=0 k=p;
—1 pir1—1
= Z Z Zk+1—2k
i=0 k=p
n—1

= T (:L'Z‘+1 — .271)
=0

Ganz analog folgt, wenn man die v; verwendet, dass

—1 m—1
Ztk : (Zk+1 - Zk Z Sj ijrl - y])
k=0 =0
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Das zeigt die Behauptung. O

Nun kénnen wir, nachdem die Wohldefiniertheit bewiesen wurde, das Inte-
gral fiir Treppenfunktionen erkléren. Dabei wechseln wir von der Schreibweise
I, — durch sie sollte betont werden, dass es um eine Abbildung geht — zur
allgemein tiblichen Integralschreibweise. Wir werden danach zeigen, dass fast
alle von uns an eine Integraldefinition geforderten Bedingungen erfiillt sind:
Treppenfunktionen erfiillen allerdings sicher nicht die Reichhaltigkeitsforderung
(Wunsch 1), da so gut wie keine stetige Funktion eine Treppenfunktion ist.

Definition 6.1.3. Es sei 7: [a,b] — R eine Treppenfunktion, geeignete x; und
r; entsprechend der Definition 6.1.1 seien gewdhlt. Wir nennen

b n—1
/ 7(z)de := Z ri (i1 — a;)
a i=0

das Integral von 7 zwischen den Grenzen a und b.

Diese Definition erfiillt tatséichlich fast alle Forderungen unseres Wunschzet-
tels:

Satz 6.1.4. Fir das in Definition 6.1.3 eingefiihrte Integral fiir Treppenfunk-
tionen gilt:

(i) Tr[a,b] ist ein R -Vektorraum und T f x)dz ist eine lineare Abbil-
dung.

(ii) Fir 7 € Tr[a,b] und c € Ja,b[ sind T|(4c) in Trla,c] und 7|5 in
Tr[e,b], und es gilt

/abT(x) dx = /:T(x) dx + /CbT(x) dx.

(tii) Fir 7,7 € Tr[a bl gilt: Ist 7 > 0, so zstf z)de > 0 und 7 < 7/
impliziert f x)dr < f x) du.

() Fir T € Trla,b] gilt

/abT(x) dx

<(b—a)- sup |r(z)|=(b—a)- |7l

a<z<b
Versieht man also Tr [a,b] mit der durch || - || induzierten Metrik, so ist
T f x) dx eine Lipschitzabbildung mit Lipschitzkonstante (b— a), sie

ist daher msbesonder@ stetig.

(v) Ist 7 =1 auf [a,b], sozstf x)dr =b—a.

f:‘r(:r;) dx
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Beweis: (i) Es seien 7 und 7’ vorgegeben, man kann dann o.B.d.A. anneh-
men, dass 7 und 7’ die gleichen Zerlegungspunkte haben (ansonsten konstruiere
man wie im Beweis von Lemma 6.1.2 eine gemeinsame Verfeinerung der beiden
Zerlegungen): Es sei also 7 durch

a=x9 <y < < T =b, THa, zip [ =T

und 7/ durch
/ !
a=x0 <1 < <2y =b, T g, 00 [ = Ti

gegeben. Dann gilt fiir jedes 0 < ¢ < n — 1 sicherlich
(T+ 7—/)|]zi,zl'+1 (= Thaoea [ T/‘]zz',zﬂ.l (=7t i,

also ist 7 + 7/ € Tr[a,b]. Weiter gilt

b n—1
[ee@ds = Y- i )
@ i=0
n—1 n—1
= ZW (g1 — @) + Z?‘ﬁ (@i — @)
i=0 i=0

/a ') de + / ) dr

Sei nun A € R vorgegeben. Dann ist fiir 0 < i < n — 1 sicherlich
AT} grinr | = 53

das zeigt, dass A7 € Tr[a,b]. Fiir die Integrale gilt

n—1

b
[on@de = 3 e - )
a i=0

n—1
A Z ri(Tip1 — ;)
i=0

A- / bT(x) dz.

Sicher ist Tr[a,b] nicht leer (die Nullfunktion ist eine Treppenfunktion), und
damit ist nachgewiesen, dass Tr [ a, b] als Unterraum des Vektorraums Abb [a, b]
aller Abbildungen von [a,b] nach R ein R-Vektorraum ist. Nebenbei ist auch

schon gezeigt worden, dass 7 — j; 7(x) dx eine lineare Abbildung ist.

(ii) Es sei 7 € Tr[a,b] gegeben durch

a=1x9<--<axp=0b, Tl]ﬂfz‘,ﬂﬁiﬂ[:ri'
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Da — wie wir nach Lemma 6.1.2 wissen — die Hinzunahme von Zerlegungspunk-
ten den Integralwert nicht #ndert, diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass ¢ ein
Zerlegungspunkt ist: Es existiert 1 < 49 < n mit ¢ = z;,. Damit ist dann klar,
dass die Einschrinkungen von 7 auf [a,c] und [e¢,b] Treppenfunktionen sind,
und fiir die Integrale folgt

b n—1
/ T(z)dr = Zri (@ig1 — )
a i=0

10—1
= E i xH—l + E Ty \Ti+1 — -Tz)
1=0 i=1ip

/I:T(m) dx + /ch(x) dz.

(iii) Sei 7 > 0. Dann gilt notwendig r; > 0 fiir die 7; aus der Darstellung von
7 als Treppenfunktion, und folglich stehen in f z)dr =3 ri(wip1 — x;) nur

nichtnegative Summanden: Das impliziert f x)dx > 0.
Die Monotonie ergibt sich daraus leicht mit Hllfc der schon bewiesenen Vek-
torraumeigenschaft: Fiir 7,7/ € Tr[a, b] gilt:

<7 = 7 -7>0

= (" —7)(x)dr >0

a

2 / dx</b '(2) dx.

(iv) Sei 7 € Tr[a,b] wie {iblich durch die x;, r; beschrieben. Dann gilt

b
/ T(x)dz| = i (Tig1 — i)
a
S Z |Tz xz+1 - xz)
n—1
= 0<itno1 Iril - z;('xiﬂ — i)
K2

< Al - (0= a).

Aus dieser Abschitzung folgt sofort unter Verwendung der Linearitdt die Lip-
schitzeigenschalft, fiir beliebige 71, 79 ist ndmlich

/(;bT((L') dr — /abT’(w) dx

/:7(7 —7')(z) dx

IA

IT =7l - (0= a).
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(v) Das folgt sofort aus der Definition 6.1.3, wenn man 1 so einfach wie moglich
als Treppenfunktion schreibt: f;l(z) dr=1-(b—a)=0>b-—a. O

Die Lipschitzeigenschaft linearer Abbildungen
Die im vorstehenden Beweis von (iv) verwendete Technik ist ein
Spezialfall eines allgemeinen Sachverhalts, man kann ihn sich oft
zunutze machen, um die Stetigkeit von Abbildungen nachzupriifen.
Es sei (X, | - ||) ein normierter K-Vektorrraum und 7' : X — K eine
lineare Abbildung. Gibt es dann eine Zahl L, so dass |T'(z)| < L||z||
fiir alle z ist, so gilt auch |T'(z) — T'(y)| < L - ||z — y]| fiir alle z,y,
d.h. T ist Lipschitzabbildung mit Lipschitzkonstante L.
Zum Beweis muss man nur das eben verwendete Argument wieder-
holen:

IT(z) —T(y)|=T(—y)| < L-[lz—yll,

die Gleichung T'(z) — T'(y) = T'(xz — y) ergibt sich dabei aus der
Linearitét von 7.

Das Riemann-Integral ‘

Die bisherigen Ergebnisse sind noch bescheiden. Um weiterzukommen, verfahren
wir in zwei Schritten:

e Im ersten Schritt rechnen wir sozusagen riickwérts: Wenn es eine verniinf-
tige Integraldefinition f — I,;(f) gédbe, die ,unser® Integral fir Trep-
penfunktionen verallgemeinerte, was liefle sich dann iiber die Zahl 1, ,(f)
aussagen?

e Es wird sich herausstellen, dass I, ,(f) fiir viele f nur einen einzigen Wert
annehmen kann. Diese Tatsache wird im zweiten Schritt fiir eine Integral-
definition ausgenutzt, so entsteht das Riemann-Integral.

Zum ersten Schritt: Mal angenommen, jemand hétte einen Raum Int [a,b] und
eine Abbildung I, : Int [a,b] — R so finden kénnen, dass erstens alle Wunsch-
zettelforderungen erfiillt sind, zweitens alle Treppenfunktionen 7 in Int[a,b]
liegen und drittens I, (1) = f;T(l) dx fiir alle diese 7 gilt. Sei nun f € Int[a, b]
irgendeine beschriankte Funktion. W&hlt man beliebige Treppenfunktionen 7y, 7o
auf [a,b] mit 71 < f < 79, so muss wegen der Monotonieforderung (Wunsch 4)

notwendig
b b
/ Ti(z)dr < I, p(f) < / To(x) dx
gelten.
Die Zahl I, ,(f) ist damit obere bzw. untere Schranke der moglichen f;ﬁ () dx

bzw. f:TQ(SL‘) dx, und deswegen muss

b b
sup / Ti(z)dr < Ip(f) < inf / 7o () dz
m1€Tr[ab] Ja m2€Tr[ab] J,

T<f T22>
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sein (s. Bild 6.13).

Hier noch einmal die wichtigsten Rechenregeln fiir das Rechnen mit Su-
premum und Infimum (vgl. das graue Kistchen nach Lemma 4.4.2 in
Band 1):

e Ist A C R nicht leer und nach oben beschrinkt, so existiert sup A.

e Falls y obere Schranke von A ist, so gilt sup A < y.

o Fiir z € Aist x <supA.

e Ist y < supA, so gibt es ein x € A mit y < x.

Vertauscht man ,,<“ und ,,<“ mit ,>“ und ,,>“, so ergeben sich entspre-
chende Regeln fiir das Infimum.

AR

Bild 6.13: f und Treppenfunktionen 7y, 7

Zum zweiten Schritt: Die Idee bei der Definition des Riemann-Integrals besteht
nun darin, nur solche f zuzulassen, fiir die I, (f) durch die vorstehenden Un-
gleichungen schon eindeutig festgelegt ist.

Sei f : [a,b] — R eine beliebige beschrinkte Funktion. Dann gibt es na-
tiirlich — sogar konstante — Treppenfunktionen 71,75 mit 7 < f < 7». Fixiere
irgendein 7o mit f < 7. Fiir beliebiges 7 mit 7 < f ist dann auch 7 < 75 und

folglich
b b
/ 71(z)dx < / To(z) dx.
a a

Die Zahl f;Tz(l') dx ist also obere Schranke der f;ﬁ (x) dz fiir die 7 € Tr[a,b]
mit 7 < f, und das impliziert

b b
L(f):= sup /Tl(x)de/Tg(x)dx;
m€Trab]Ja a

n<f

wir nennen I, (f) das Unterintegral von f. Diese Zahl ist nach der vorstehenden

Unterintegral
Oberintegral



Riemann-
Integral

f:f(m) dx

68 KAPITEL 6. INTEGRATION

Ungleichung eine untere Schranke der f;TQ (x) dz, wenn 75 alle Treppenfunktio-
nen mit f < 7o durchlduft, und das bedeutet

b

I, < inf =:I*(f);

(< inf / o) di =: I*(f)
T2>f

erwartungsgeméf heifit I*(f) das Oberintegral von f.
Stets ist also L.(f) < I*(f). Im Fall der Gleichheit gibt das Anlass zu einer

Definition, dabei verwenden wir wie im Fall der Treppenfunktionen gleich das
Integralzeichen.

Definition 6.1.5. Sei f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Wir nennen
f Riemann-integrierbar (kurz: integrierbar), falls I.(f) = I*(f) gilt. In diesem
Fall definieren wir

b
/ f(@)de = L(f) = I*(f),

fir f:f(l) dz sagt man ,(Riemann-)Integral von a bis b tber f von x dx*.
Dabei heifit die Funktion, tiber die integriert wird, der Integrand.

Mit Int [a, b] soll die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen bezeich-
net werden.

Bemerkungen:

1. Genau genommen ist noch zu kldren, ob die Bezeichnungsweise mit der vorher
verwendeten vertréiglich ist. Falls die Funktion f ndmlich eine Treppenfunktion
ist, hat f; f(z)dx zwei Bedeutungen: Einmal konnte es das Treppenfunktio-
nenintegral aus Definition 6.1.3 sein und dann — im Fall der Integrierbarkeit —
das Riemann-Integral. Die Sorge ist unbegriindet: Treppenfunktionen sind inte-
grierbar, und das Riemann-Integral stimmt mit dem Treppenfunktionenintegral
iiberein.

Begriindung:

Sei f eine Treppenfunktion. Fiir Treppenfunktionen 71,72 mit 71 < f < 72
ist dann nach Satz 6.1.4(iii)

/abﬁ(:c) dx < /abf(x) dx < /ab‘l'z(.%') dux;

das sind alles Treppenfunktions-Integrale.

Folglich gilt I.(f) < f: f(z)dz < I"(f). Andererseits darf f selbst als
71 und als 72 gew#hlt werden, das zeigt I*(f) < f; f(z)dz < I.(f) und
damit

() = / f(@)de = L().

Das beweist, dass Treppenfunktionen integrierbar sind und dass die In-
tegrale geméfl Definition 6.1.3 und Definition 6.1.5 fiir solche Funktionen
iibereinstimmen.
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2. Es kann nicht deutlich genug betont werden, dass unser Weg zum Riemann-
Integral in keiner Weise garantiert, dass unser Wunschprogramm erfiillt wird.
Wir wissen nur: Wenn es eine Integrationstheorie gibt, dann muss sie fiir in-
tegrierbare Funktionen (im Sinne von Definition 6.1.5) einen ganz bestimmten
Wert liefern. Dass die Definition wirklich zum Ziel fiithrt, ist noch vollig offen.

3. Die meisten Mathematik-Anfinger finden die Bezeichnungsweise verwirrend,
warum schreibt man fabf(ac) dx und nicht I, (f) oder dhnlich? Man kann es
historisch und pragmatisch erkldren. Der historische Grund: Das von LEIBN1Z
eingefiihrte Integralzeichen sollte an das Wort Summe erinnern, in der Friihzeit
der Analysis stellte man sich die Fliche wahrscheinlich als unendliche Summe
iiber die unendlich vielen Streifen mit der Hohe f(x) und der ,,unendlich kleinen*
Breite da vor®).

Auch in pragmatischer Hinsicht hat die Bezeichnungsweise einen grofien Vor-
teil, in konkreten Féllen kann némlich iibersichtlich gesagt werden, wie die Va-
riable heifit. Das ist so dhnlich wie beim Summenzeichen. Auch da ist es ja vollig
egal, ob wir 3)°_ 2 oder Z?:l 42 schreiben, beides ist die Abkiirzung fiir die
Summe der ersten fiinf Quadratzahlen. Wichtig wird die Angabe aber, wenn
von 1 bis 5 z.B. iiber a?k/l summiert werden soll: Ist 22:1 a’k/l gemeint, also
a?-1/l+---+a%-5/1? Oder ¥;_, a®k/l, d.h. a®-k/1+---+a®-k/5? Oder etwa
S Pkl =12(k/l) + -+ 5%(k/1)?

Entsprechend ist die Variable z in fab f(z) dx eigentlich unwichtig, man kénn-

te z.B. auch fff(r) dr oder fff(a) do fiir das Riemann-Integral schreiben. Dar-
an sollte man sich erinnern, wenn das x nicht verwendet werden kann, weil es
schon eine andere Bedeutung hat oder wenn — wie im vorstehenden Summen-
beispiel — mehrere Variable auftreten.

4. Es ist noch auf eine nitzliche Konvention hinzuweisen. Bisher wurde fabf(:v) dx g =- I

nur dann erkldrt, wenn a < b gilt, Integrale des Typs f31 f(z) dx oder f; f(z)dx
sind zunéchst sinnlos. Wir vereinbaren:

Ist a <bundist f:[a,b] — R Riemann-integrierbar, so definieren

[t = | ' f () d

zum Beispiel ist f31f(x) dr = — fff(x) dz. Und [ f(z)dz wird fiir
beliebige a und f als Null definiert.

Diese Vereinbarung wird uns hin und wieder Fallunterscheidungen ersparen,
auch kann man einige Rechenregeln allgemeiner fassen.

6)Wenn Sie nicht genau verstehen, was damit wohl gemeint sein konnte, so sind Sie in guter
Gesellschaft. Im heutigen Aufbau der Mathematik haben unendlich kleine Groflen keinen
Platz. (Vgl. auch das Késtchen vor Satz 4.1.3 in Band 1.)
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FEin Beispiel dazu: Es wird gleich in Satz 6.1.7 bewiesen werden, dass fiir ¢ mit
a < ¢ < b die Gleichung

/abf(x)dw—ch(x)dx+/cbf(x)dx

gilt. Mit der neuen Bezeichnungsweise ist das auch dann richtig, wenn ¢ = a
oder ¢ = b ist oder ¢ sogar auflerhalb des Intervalls [a,b] liegt. Ist z.B. ¢ < q,
kann man so argumentieren: Es ist (wegen der {iblichen Zerlegungseigenschaft)

/cbf(x) do = /Caf(x) do + /abf(x) .

Wenn man dann auf beiden Seiten [ f(z) da abzieht und die neue Konvention
beachtet, wird daraus wirklich

/abf(m) do = /:f(x) dx—i—/cbf(:r) da.

(Solche pragmatischen Definitionen tauchten auch schon in Band 1 auf; im grau-
en Késtchen nach Korollar 3.3.7 gab es dazu einige Kommentare.)

Zunichst stellen wir eine Moglichkeit bereit, die Integrierbarkeit leicht festzu-
stellen:

Lemma 6.1.6. (Riemannsches Integrabilititskriterium) Sei f : [a,b] — R eine
beschrinkte Funktion. Dann ist f genau dann integrierbar, wenn

\V/ El /ab72(90) dx — /:Tl(as) dr <e.

e>0 7y,72€Tr[a,b]
T1<f<T2

Das heifit, dass man fir jedes e die Funktion f so zwischen Treppenfunktionen
71 und 7o ,einschachteln® kann, dass die Fliche zwischen 11 und T2 kleiner als
€ ust.

AR

Bild 6.14: Fliche zwischen 11 und T
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Beweis: Sei I, (f) = I*(f) und € > 0. Aufgrund der auf Seite 67 zusammenge-
stellten Eigenschaften von Supremum und Infimum gibt es Treppenfunktionen
71 < fund 5 > f mit

b

IA

1

(x) dx
To(x) dx.

/ab
I

Y

Dann gilt aber wegen L. (f) = I*(f):

/asz(as) do — /abn(x) v <e.

Umgekehrt: Sei ¢ > 0, wir wihlen Treppenfunktionen 71, 75 mit 71 < f <71

und
b b
/ TQ(ZL’)d{L‘-/ T1(z)dx < e.

Aus f:ﬁ (x)dz < L(f) und I*(f) < fsz(x) dx folgt dann

b b
I*(f) - L(f) < /Tg(;r)dxf/ﬁ(x)dx
< e
Da € > 0 beliebig war, ist notwendig L.(f) = I*(f). O

Um die Definition besser kennen zu lernen, diskutieren wir ein einfaches

Beispiel: Betrachte die Funktion f:[0,1] - R, 2+ a:

AR
1 -

1
I R

Bild 6.15: Die Beispielfunktion z +— x
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Wir behaupten, dass f integrierbar ist mit

/Olf(x)dx = %

Um die Integrierbarkeit von f zu zeigen, zerlegen wir [0,1] in n gleiche Teile
(fiir beliebiges, aber fest gewiihltes n € N) und betrachten die beiden Treppen-
funktionen 71", 73", gegeben durch

4+ 1
L x € —,Z+ [,Ogign—l
@) = 4 n
1 r=1
und
1 1
s ve |t L [,Ogign—l
@) =
1 r=1
Man kann sich das so vorstellen:
AR
1F T24
o
1 R
Bild 6.16: 7{ und 74
Es ist dann 7 < f < 73, und es gilt
/-1 n( )d B 1 nfl.
071 r)dr = 3 i
1=0
1 1
1 1
_ _.<1__).
2 n
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-, ’
i
i

:

-n(n+1)

o -
N

N
i
+

S|~

N———

Daraus folgt

L(f) > supl(l_%>:

neN 2

1

2

1 1 1
I < S(14=)==.

0 < g (1+]) =
Da stets L.(f) < I*(f) gilt, heiit das I.(f) = I*(f) = 1/2, d.h. f ist integrierbar

mit fol flx)dr =1/2.

Das ist, zugegeben, ein recht mithsames Verfahren, Integrale konkret zu be-
rechnen. Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen, dass man die Berechnung

von fab f(z)dx in praktisch allen wichtigen Féllen auf das Lésen der Differen-
tialgleichung y' = f zuriickfiihren kann; das vorstehende Beispiel wird dann in
einer Zeile zu erledigen sein.

Wir beweisen nun, dass durch Definition 6.1.5 ein Integralbegriff mit allen
in der Einleitung zu diesem Kapitel geforderten Eigenschaften zur Verfiigung
steht:

Satz 6.1.7. Fiir die Menge Int[a,b] der Riemann-integrierbaren Funktionen
und das Riemann-Integral gilt:

(i) Int[a,b] ist ein R-Vektorraum, und f — f; f(x)dx ist eine lineare Ab-
bildung.

(i) C'la,b] C Int[a,b], d.h. alle stetigen Funktionen auf[a,b] sind Riemann-
integrierbar.

(i) Fir f € Int[a,b] und ¢ € Ja,b[ gehirt f|iq.c) zuInt [a,c] und flqp) 2u
Int [e,b]. Es gilt

/abf(:z:) dz = /:f(x) do + /be(m) dz.

() Fir f,g € Int[a,b] gilt: Ist f < g, so ist f; flz)dx < ffg(x) dzx.
(v) Fur f € Intla,b] gilt

/abf(x)dx

<(b—a)- sup [f(x)] =(b—a) [fl-

a<z<b




74 KAPITEL 6. INTEGRATION

Versieht man also Int [a,b] mit der durch | - ||, induzierten Metrik, so

ist f — f: f(z)dx eine Lipschitzabbildung mit Lipschitzkonstante (b— a),
folglich ist sie stetig.

(vi) Ist f =1 auf [a,b], so ist fabf(ac) dx =b—a.

Beweis: (i) Es seien f,¢g € Int[a,b]. Um die Integrierbarkeit von f + ¢ zu
zeigen, soll Lemma 6.1.6 angewendet werden. Sei also € > 0 vorgegeben. Wihle
nach diesem Lemma Treppenfunktionen 77, 77, 77 und 7¢ mit / < f < J,
¥ < g <7 und

b b
[ =rhwar <5, [t - e <

N ™

Es ist dann Tlf +m<f+g< TQf + 79, und wegen 6.1.4(i) ist

b

[t Do+ [ e

a

b
[ ) = o] ) ) e

5+€
-2 2
= e

Das zeigt nach Lemma 6.1.6 die Integrierbarkeit von f 4 g. Auflerdem ergibt
sich aufgrund der Definition des Riemann-Integrals, dass

/ab<nf +1i)(2) do < /ab<f +9)(x)dx < /ab(fg +78) () da,
/a ") de < / f)dr < / " od (@) da,

/abT'lq(x) dr < /abg(ﬂc) dx < /ubT'zq(m) dx.

Damit folgt weiter

[Uro@a- [1@a- [ g

< / b(T2f +79)(2) da — / lef (z)dx — / be’(x) dz
-/ o — o))+ / o )a)do
< €



6.1. DEFINITION DES INTEGRALS 75

und

/ fay o+ / () dn / U+ o)) de

< /abTQf(x) dz + /abTQq(x) dr — /ab(Tlf +7)(x) dx
-/ of )@y + / g~ ) (a) d
< g

und das beweist

<e.

/ 4 g)(a)do - / ey de / 'g(2) da

Da € beliebig war, folgt
b b b
[+ = [ 1@t [ g

f— ff f(z)dx ist also additiv.
Analog zeigt man A\f € Int[a,b] und

b()\f)(x) dz = \- bf(x) dz
/ /

fir A € R, wobei man wegen der zu behandelnden Ungleichungen die Félle
A >0, A <0 und A = 0 zu unterscheiden hat.
(Konnen Sie den Beweis nachtragen?)

Folglich ist Int [a, b] ein Unterraum von Abb([a,b],R), und f — fab fz)dx
ist linear.

(ii) Sei f € C'[a,b] und € > 0. Da [a,b] kompakt ist, ist f wegen Satz 3.3.13
sogar gleichmdfig stetig”). Folglich gibt es ein § > 0 mit

€
b—a’

YV |-yl <d=1f(2) - fy)l <

z,y€(a,b]

Wiéhle nun n € N mit (b — a)/n < 0 und bezeichne fir 0 <14 < n mit x; die
Zahl a +i- (b — a)/n; die g, 21, ..., x, bilden damit eine Zerlegung von [a,b],
fiir die der Abstand zweier benachbarter Zerlegungspunkte hochstens gleich §
ist.

T)Das ist ganz wesentlich fiir das nachfolgende Argument. Man kann das Ergebnis aber
auch ohne Verwendung des Konzepts der gleichméBigen Stetigkeit beweisen, das werden wir
auf Seite 99 zeigen.
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AR

Bild 6.17: Stetige Funktionen sind integrierbar

Wir definieren Treppenfunktionen 74,7 : [a,b] — R durch die Vorschrift,
dass 7 bzw. 7 bei den z; den Wert f(z;) haben und auf den Intervallen
| i, x;41 [ konstant sind; und zwar soll 7y dort den kleinstmoglichen Wert von f
auf [z;, ;41 ] haben und 72 den groBtmaoglichen®. Da [%i, 2;41] kompakt und
f stetig ist, werden beide Werte auch angenommen (vgl. Satz 3.3.11): Es gibt
also y;, zi € [@i,Tiq1], so dass f(y;) bzw. f(z;) der Wert von 71 bzw. 79 auf
] @i, xip1 [ ist. Der Abstand von y; zu z; ist hochstens gleich ¢, und das heift,
dass sich 71 und 72 auf | x;, x;11 [ hochstens um €/(b — a) unterscheiden.

Wir haben also zwei Treppenfunktionen so gefunden, dass 71 < f < 75 und
dass 0 < (12 — 11)(x) < e/(b— a) fiir alle z gilt. Das impliziert

b
/ (2 — 7)(2) dz < (b— a)e/(b—a) = &,

und folglich ist f wegen Lemma 6.1.6 integrierbar.

(iii) Sei f € Int[a,b] und ¢ > 0. W&hlt man Treppenfunktionen 7y, 7 auf
[a,b] mit ; < f < 75 und f;(TQ — 711)dx < e, so sind nach Satz 6.1.4(ii) fiir
i = 1,2 auch 7][,,) Treppenfunktionen, weiter folgt wegen 7 — 71 > 0 nach
Satz 6.1.4(iii), dass

/:(72 —n)(2)da = /ab(r2 —n)() — /Cb(r2 — (@) de <.

Also ist f|[q,c] wegen Tilja,c] < flia,e] < T2l[q,c] integrierbar, analog wird f|. 5
behandelt.

8)In Formeln: 71 hat auf [z;,2;11] den Wert ming, <z<gz;,, f(z) und 72 den Wert
MaXy, <p<z; ().
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Weiter folgt nach Satz 6.1.4

/abf(m)dx—/:f(x)dm—/be(as)das

< /:)’7'2(1') dx —/a 71 (x) de — /:)Tl(x) dz
os / (s — 1) () d

< ¢

und
/acf(x)d:r—k/cbf(x)d.r—/abf(x)d:r
< /:7'2(;17) dx + /cbrg(x) dx — /abﬁ (x) dx
o= /ab(rg —7)(x) dz
< e
Damit gilt

<eg

/abf(x)dx—/acf(x)dx—/cbf(x)dx

fiir beliebige € > 0, und deswegen ist fabf(x) do = [7 f(z)de + fcb f(z)du.

7

(iv) Wegen der Linearitét reicht es wie in Satz 6.1.4(iii), die Positivitét zu zeigen.
Seialso f € Int[a,b] und f > 0, dann ist die Nullfunktion eine Treppenfunktion,

die unter f liegt, also ist f:f(ac) dr = L(f) > f:Odl‘ =0.
() Bs st [ f ]l < £ < 1 fllo, mit () folgt?

b
(- a) s/ f(@)dx < £l (b~ a),

/abf(m)dﬂc

also

<(b—a) |[fll-

Wie aus dieser Eigenschaft die behauptete Lipschitzstetigkeit folgt, ist in Satz

6.1.4(iii) begriindet worden.
(vi) Das wurde schon in Satz 6.1.4(v) gezeigt.

9 Beachte, dass wegen 6.1.4(i), (v) sicher fab [[flloo dz = || fll oo (b — a) ist.

O
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Weitere Eigenschaften des Riemann-Integrals, Ergéinzungen

Stiickweise stetige Funktionen

Bisher hatten wir nur sichergestellt, dass stetige Funktionen integrierbar
sind. In den Anwendungen kommen aber auch etwas allgemeinere Funktionen
vor, solche, die aus stetigen Bausteinen zusammengesetzt sind:

stlickweise Definition 6.1.8. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit stiickweise stetig, wenn
stetig esn €N unda=xg<--- < =b gibt, s0 dass f|] 4, ., [ Stetig ist und fir
jedes 0 <i <n—1 stetig auf [x;, 2,41 fortgesetzt werden kann.

AR
2l

Bild 6.18: Eine stiickweise stetige Funktion

Die Definition ist sehr genau zu lesen: Es wird ausdriicklich verlangt, dass
f an den Zerlegungspunkten von links und von rechts — mit moglicherweise
verschiedenem Wert — stetig ergénzt werden kann.

So sind zum Beispiel alle Treppenfunktionen stiickweise stetig, die Funk-
tion 1/z kann aber nicht zu einer stiickweise stetigen Funktion auf [0,1]
ergidnzt werden:

R

Bild 6.19: x +— 1/x ist nicht stiickweise stetig

Konnen Sie das begriinden?
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Dadurch wird sichergestellt, dass sich f auf den [z;,z;11] wie eine stetige
Funktion verhélt, und deswegen ist es auch nicht besonders schwer zu zeigen,
dass stiickweise stetige Funktionen integrierbar sind.

Begriindung: Ist € > 0 vorgegeben, wihle fiir jedes ¢ Treppenfunktionen
71, T auf [z, xiq11 | mit

7 < Hleieiin] S 3

und fff“(TQi — 1{)(z) dz < &/n; solche Treppenfunktionen gibt es wegen

Satz 6.1.7(ii). Nun muss man nur noch die 7 bzw. die 74 zu einer Trep-

penfunktion 71 bzw. 72 auf [a, b| zusammensetzen, es ist dann 71 < f < 7
und f{f(Tz —71)(z)dx < e.

Das Riemann-Integral:

das Integral fiir alle praktischen Fille

Natiirlich wurde auch schon integriert, bevor Bernhard Riemann in
der Mitte des 19. Jahrhunderts seine Definition vorschlug. Seit die-
ser Zeit gilt das Riemann-Integral als eine fiir alle konkreten Zwecke
ausreichende Losung des Integrationsproblems: Es ist prazise defi-
niert und alle Funktionen, die in Schulbiichern oder bei praktischen
Anwendungen vorkommen, lassen sich — wenn es dafiir iiberhaupt
ein Integral gibt — mit dem Riemann-Integral behandeln.

Wer sich spéter in spezialisiertere Gebiete der Analysis einarbeitet,
wird allerdings feststellen, dass man dort eher mit dem Lebesgue-
Integral'®) statt mit dem Riemann-Integral arbeitet. Einige Infor-
mationen zu diesem ,Integral fiir Fortgeschrittene“ findet man im
Anhang (Seite 339).

Eine ,,Dreiecksungleichung fiir Integrale*

Ist 7 eine Treppenfunktion, die wie iiblich durcha =z <21 <--- <z, =0b

und 7, ..

.,rn—1 dargestellt sein soll, so konnte man fiir die Darstellung von

x +— |7(x)| doch die gleichen Zerlegungspunkte und die Zahlen |ro|, ..., |rn_1|
wihlen!? . Folglich ist

/abT(.Z‘) dx

IN
¢
5
=
s
|
8

Il
¥
=
&
QL
JH

10)Nach dem franzosischen Mathematiker H. LEBESGUE, 1875 — 1941.
) Die Funktion @ +— |7(x)| werden wir mit || - gesprochen 7 Betrag® — bezeichnen.
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dabei wurde im zweiten Schritt die Dreiecksungleichung ausgenutzt.

Die vorstehende Ungleichung fiir 7 ist Spezialfall einer allgemeineren ,, Dreiecks-
ungleichung fiir Integrale:

Satz 6.1.9. Ist f € Int[a,b], so gilt |f| € Int[a,b] und

/abf(m)das

Beweis: Man definiert zunéichst f* := max{f,0} und f~ := max{—f,0}; diese
Definitionen sind punktweise zu verstehen, so ist etwa f¥(z) := max{f(z),0}.
Dann ist offenbar f* + f~ = |f| und f* — f~ = f. Wir behaupten, dass fT
(und analog f~) integrierbar ist.

Sei dazu € > 0. Wir wahlen Treppenfunktionen 71,7 mit 7 < f < 7 und

< / (@) de.

/:(T2 — ) (@) ds <.

Dann ist 77 < f+ < 7f, und 7" und 75" sind wieder Treppenfunktionen. Fiir
x € [a,b] ist
(" = 1) (@) < (12— 71)(2),
und deswegen folgt aus Satz 6.1.4(iii), dass
b

[t @< [ mEa <<

a

Das zeigt die Integrierbarkeit von fT, entsprechend kann f~ behandelt wer-
den'®. Damit ist auch |f| = f* 4+ f~ integrierbar, der Rest des Beweises ist
einfach: Es ist —|f] < f <|f], mit Satz 6.1.7(iv) folgt

—/abf(x)|d:r§/abf(x)dacS/abf(xﬂdﬂ?,

und das besagt gerade

[ s@aa| < [1s@)a

Mehrfachintegrale

Manchmal ist es wichtig, den Integrationsprozess zu iterieren. Angenommen
etwa, f ist eine Funktion, die von zwei Variablen abhéngt; formal heifit das, dass
f auf einer Teilmenge des R? definiert ist. So ein f braucht man zum Beispiel,

12)Da Int [a,b] ein Vektorraum ist, kann man die Integrierbarkeit von f~ auch aus der
Integrierbarkeit von f und f* und der Gleichung f~ = f — f* folgern.
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um die Temperaturverteilung auf einer rechteckigen Platte zu beschreiben. Oder
dann, wenn man ein mathematisches Modell fiir die Auslenkung einer Gitarren-
saite benotigt: In diesem Fall steht der erste Parameter z fiir die Position des
betrachteten Saitenpunkts, der zweite (das t) fiir die Zeit, und f(z,t) soll dann
die Auslenkung bei x zur Zeit t sein.

Hier werden wir die Variablen mit x und y bezeichnen. Wenn man dann ein
x festhilt, ist y — f(z,y) eine Funktion in nur einer Variablen, und die kann
man evtl. integrieren. Man kann also — zum Beispiel — fiir jedes = die Zahl

/Olf(fv,y) dy

ausrechnen. Das Ergebnis wird in der Regel von x abhéngen, wir wollen es fiir
den Augenblick g(x) nennen. Auf die Funktion g kann der Integrationsprozess
noch einmal angewendet werden, es konnte etwa f3sg(x) dx bestimmt werden.
Diese Zahl ist gemeint, wenn man irgendwo den Ausdruck

/35</01f(m7y) dy) dx
/35/01f<x,y> dy dz

findet, man spricht vom Doppelintegral tiber f.

Wenn man das sinngemé8 fortsetzt, kommt man zu Dreifachintegralen, Vier-
fachintegralen usw., stets handelt es sich um die iterierte Integration einer Funk-
tion in einer einzigen Verdnderlichen.

oder kiirzer

Was kann man sich denn darunter vorstellen? So, wie Integrale mit Fldchen-
berechnungen zusammenhiingen, spielen Doppelintegrale bei Volumenberech-
nungen eine Rolle. (Fiir Dreifachintegrale oder noch kompliziertere Mehrfach-
integrale habe ich keine anschauliche Interpretation anzubieten.)

Zuniichst brauchen wir ein Bild von f, dieses f soll auf [a,b] x [¢,d], dem
Produkt der Intervalle [a,b] und [c,d], definiert sein. So, wie wir uns bisher
Funktionen in einer Verénderlichen durch den Graphen veranschaulicht haben,
betrachten wir jetzt iiber jedem Punkt (x,y) des Definitionsbereichs den Punkt
(z,y, f(z)) € R®. Die Gesamtheit aller dieser (z,y, f(z)) € R? stellt eine Fliiche
im R? dar, und man kann sich fragen, welches Volumen eingeschlossen wird,
wenn man den Raum zwischen dieser Fliche und der (z,y)-Ebene betrachtet.

Ist etwa f die konstante Funktion 7, so geht es um eine Séule mit den
Seitenléangen b — a, d — c und r.

Um einzusehen, dass das Doppelintegral {iber f ein geeignetes Maf fiir dieses
Volumen ist, stelle man es sich in Gedanken bei xg,x1,..., 2, in y-Richtung
aufgeschnitten vor, wobei a = xg < x1 -+ < x, = b eine ,sehr feine“ Zerlegung
von [a,b] ist. Das zwischen den Schnitten bei x; und z;41 liegende Gebilde

ist dann ein ,,Scheibchen® mit Grundfliche fcdf(ﬂci, y) dy und Hohe z;41 — x;,

Doppelintegral
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sollte also ziemlich genau das Volumen ( fcd f(@i,y) dy)(ziy1 — x;) haben. Fiir
das Gesamtvolumen erhalten wir so den approximativen Wert

Ti(/cdf(m,»,y) dy) (Tiy1 — xi),

also, mit der obigen Bezeichnung, Z;:Ol g(xi)(xiy1 — ;). Das war aber unsere

Approximation fiir f;g(x) dx, und deswegen sollte das Doppelintegral wirklich
mit dem vom Graphen von f und der (z,y)-Ebene eingeschlossenen Volumen
iibereinstimmen.

Es bleiben zwei Fragen:

1. Wie kann man das Doppelintegral denn ausrechnen?

Da wir selbst gewohnliche Integrale nur in sehr einfachen Féllen bestim-
men koénnen, muss die Behandlung von Beispielen auf den néchsten Ab-
schnitt verschoben werden'.

2. Dem Volumen kann es doch egal sein, dass wir es in Gedanken in y-
Richtung aufgeschnitten haben. Genauso hétte es die z-Richtung sein
konnen, und deswegen ist eigentlich eine Formel des Typs

/ab/cdf(x,y)dydm—/cd/abf(as,y)dasdy

zu erwarten. Das stimmt wirklich, wir werden den Beweis in Korollar 6.4.2
fithren.

Weitere Permanenzeigenschaften

In unserem Wunschprogramm hatten wir nur verlangt, dass Summen und
Vielfache integrierbarer Funktionen wieder integrierbar sind; das hatten wir fiir
das Riemann-Integral in Satz 6.1.4 verifiziert. Wir wissen aufgrund des vorste-
henden Satzes auch schon, dass mit f auch f*, f~ und |f| Riemann-integrierbar
sind. Es folgen noch zwei weitere Permanenzeigenschaften, die wir spéter benoti-
gen werden'®):

Satz 6.1.10. FEs scien [ und g integrierbare Funktionen auf [a,b].
(i) Auch fg ist integrierbar.

(it) Die Bildwerte von f seien in einem Intervall [c,d] enthalten, und die
Funktion h: [¢,d] — R sei stetig. Dann ist auch ho f integrierbar.

13)8. Seite 102.

14) Genau genommen werden sie nur benétigt, um in Abschnitt 6.3 zeigen zu kénnen, dass der
Betrag beliebiger komplexwertiger integrierbarer Funktionen ebenfalls integrabel ist. Wer sich
nur fiir die Integration stetiger — oder auch stiickweise stetiger — Funktionen interessiert, kann
den Satz iiberspringen. Fiir solche Integranden ist die Aussage klar, denn mit (stiickweise)
stetigen f und g sind auch die Funktionen f-g und h o f in Teil (i) und (ii) des Satzes
(stiickweise) stetig und folglich integrierbar.
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Beweis: (i) Wir kiimmern uns zunichst um den Fall f = g, zusétzlich soll f > 0
gelten. Nach Voraussetzung ist f beschrankt, wir wihlen ein M > 0, so dass
0 < f(x) < M fiir alle x gilt.

Nun geben wir ein € > 0 vor, gesucht sind Treppenfunktionen 71,75 mit
71 < f2 <71 und ff(TQ(.T) —7i(z)) de <e.

Jetzt wird die Integrierbarkeits-Voraussetzung fiir f ausgenutzt. Wenn wir
also ein 7 > 0 vorgelegt bekommen, konnen wir Treppenfunktionen 7y, 7 mit
71 < f <7 und ff(%g () — %1(93)) dx < 1 wihlen; sicher kénnen wir dabei auch
noch 0 < 7 und 7» < M fordern.

Noch wissen wir nicht, welches 7 in unserem Fall geeignet sein wird, wir
arbeiten also zunéchst mit einem allgemeinen 7 weiter und setzen es erst spater
fest. Es ist nicht besonders iiberraschend, dass wir die gesuchten 71, 7o durch

T = TR, Ty =T
definieren werden: Es handelt sich um Treppenfunktionen, fiir die 7, < f2 < 7
gilt'®) . Wie steht es aber mit f;(Tz(.r) —71(z)) dx?

Wir verwenden eine geeignete Umformung. Wenn man sich ndmlich an die
bekannte Identitit a®> — b% = (a — b)(a + b) erinnert, kann man m — 7 als
(To — 71)(T2 + 71) schreiben. Dabei ist der zweite Faktor durch 2M beschrinkt,
und wenn man diese Uberlegungen zusammenfasst, gelangt man zu

b b
/ (r2(z) — T (2)) do < QM/ (Fa(z) — 71 (2)) do < 2M.

Damit das durch e abgeschétzt werden kann, muss nur n < £/2M gelten. Wenn
wir also die vorstehenden Konstruktionen mit n := £/2M durchfiihren, erhalten
wir wirklich geeignete 7, 7%.

Damit ist die Aussage im Fall f = g > 0 gezeigt. Ist f nicht notwendig
positiv, schreiben wir f wie auf Siete 80 als f = f* — f~. Sowohl fT als
auch f~ sind integrierbar, nach dem eben gefiihrten Beweis sind es dann auch
die Quadrate. Damit folgt aber, dass f2 ebenfalls integrierbar ist, denn wegen
frfm=0ist f2=(f")?+ (/)%

Nun fehlt nur noch der Fall beliebiger f,g. Der ist erfreulich einfach zu
behandeln, man muss sich nur an die Formel (f + ¢)? = f2+2fg+ ¢ erinnern.
Damit kann man dann fg als

1
fo=35((f +9)° - f*—9%
schreiben, und nach schon bekannten Resultaten ist die rechte Seite integrierbar.

(ii) Wie findet man bei gegebenem ¢ > 0 Treppenfunktionen 71, 72, so dass

b
71 <hof<mund / (r2(z) = m1(z)) dz < e

15) Hier wird wichtig, dass alle Funktionen ihre Werte in [0, +o0 [ annehmen, denn nur dort
erhilt der Ubergang zu Quadraten die Ungleichungen.
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gilt? Wie im vorigen Beweisteil starten wir mit Treppenfunktionen 71, 75, fiir die
71 < f < 7 und f:(%z(ac) - 7:1(33)) dx < n gilt. Dabei diirfen wir sicher ¢ < 74
und 72 < d annehmen, und von 7 setzen wir zunéchst nur voraus, dass es positiv
ist; wie klein es genau sein soll, legen wir erst spéter fest.

Es wire nun schon, wenn wir die gesuchten Treppenfunktionen einfach als
ho7; und ho 7y definieren kénnten. Das klappt leider nur, wenn A eine monoton
steigende Funktion ist, und deswegen miissen wir etwas sorgfiltiger argumen-
tieren. Wir schauen uns dazu genauer die Funktionen 71,72 an. Indem wir bei
Bedarf weitere Zerlegungspunkte einfiigen, darf angenommen werden, dass bei-
de Treppenfunktionen beziiglich der gleichen Zerlegung a = zo < --- <z, = b
definiert sind. 71 bzw. 72 soll auf | x;,x;+1 [ den Wert 7; bzw. s; haben. Es ist
also r; < f(x) < s; fir ¢ € Ja;, 241 [, und Z?:_OI(si —ri) (@1 —a5) < 1.

Damit diese Summe klein ist, konnen die s; —r; nicht allzu oft ,,zu grofl* sein.
Schauen wir uns das etwas genauer an, dazu geben wir irgendeine Fehlertoleranz
t > 0 vor: Wie oft kann s; — 7; > ¢ sein? Sei I; die Menge derjenigen Indizes 1,
wo das stimmt ([ ist moglicherweise die leere Menge). Mit L; bezeichnen wir
die , Linge* derjenigen Teilmenge von [a,b], auf der 71 und 7 mindestens den
Abstand ¢ haben, d.h.

Lt = Z(l’iJrl — l‘z)

N

Dann gilt

tLt = Z t(l‘H_l - .Z'Z)

i€l

Z(Sz —7ri)(Tip1 — ;)

1€y

n—1

< Z(Sz‘ — 1) (Tiy1 — ;)
i=0

< n

IN

und folglich kénnen wir L; durch 1/t abschitzen.

Wir behalten die Bezeichnungen bei und schauen uns nun A genauer an. h
ist gleichméfig stetig auf [, d], folglich findet man ein § > 0 so, dass

|h(y1) = h(y2)| <0

ist, falls |y1 — yo| < 0 gilt; dabei ist 1’ eine positive Zahl, die wir uns wiinschen
diirfen. Wahlt man also das ¢ als t := 4, so hat das eine wichtige Konsequenz:
Ist i eine Zahl in {0,...,n — 1}, die nicht in I; liegt, so ist fiir z € Jx;, 2541 [
der gegenseitige Abstand der Zahlen h(f(x)), h(r;), h(s;) hochstens n'. Definiert
man also fiir diese ¢ die Zahlen 7} und s durch

ri = min{h(r;),h(s;))} — 1, s; = max{h(r;),h(s;)} + 7',

so ist §; —r, < 31/, und ho f liegt auf | z;, z;4+1 [ zwischen 7} und s/.
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Erklért man noch 7} bzw. s} fiir die ¢ € I; als ¢ bzw. d und bezeichnet mit
71 bzw. 73 die durch die 7} bzw. die s} definierten Treppenfunktionen'®); so gilt
iberall 71 (z) < f(x) < o(x).

Ist der Abstand der Integrale klein genug? Aufgrund der bisherigen Ergeb-
nisse ist

[ -n@)e - Z( — ) (e — )
S ICRLCREENED SR EMEE
< Lt(td —¢)+31 Z(mm —i)
< Lt(d—c)+3n'(fia)

d—
< n—+3n/(b—a).
Wir kommen endlich zum Finale, die leider etwas linglichen Voriiberlegun-
gen hatten den Zweck zu vermeiden, dass der nachstehende eigentliche Beweis
einfach ,,vom Himmel* fillt:

e Erster Schritt: Wir geben & > 0 vor und wiihlen 1’ so, dass 31/ (b—a) < /2.

e Zweiter Schritt: Mit diesem 1’ wihlen wir aufgrund der gleichmifiigen
Stetigkeit von A das §.

e Dritter Schritt: Erst jetzt wihlen wir ein n > 0: Es soll n(d — ¢)/d < e/2
gelten.

o Vierter Schritt: Zu diesem n werden aufgrund der Integrierbarkeit von f
die Funktionen 7, und 7o gewihlt, die dann wie vorstehend zur Konstruk-
tion von 71 und 7 verwendet werden. Die obige Rechnung zeigt, dass dann
wirklich gilt:

b
/ (r2(2) = mi(z)) dz < n(d —¢) /5 + 30/ (b—a) < e
]

Bemerkung: Die in Satz 6.1.9 bewiesene Integrierbarkeit von |f| folgt noch
einmal aus dem vorstehenden Satz, man muss nur h(x) := |z| setzen. Genau
genommen hitte es auch gereicht, Teil (ii) des Satzes zu beweisen: Mit f ist
dann auch f2 integrierbar, denn h(z) = 22 ist stetig, und aus der Gleichung
fg= ((f +g)2—f?— g2)/2 folgt dann die Integrierbarkeit von fg. Ein eigener
Beweis wurde hier trotzdem aufgenommen, weil der Beweis von (i) besser zu
verstehen ist als der Beweis fiir die allgemeine Situation.

16) Auf den Punkten z; soll 71 als ¢ und 72 als d definiert sein.
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Integrale und Flichenmessung

Wir hatten Integration als Fldchenmessungsproblem motiviert: Fiir Funk-
tionen f mit f > 0 soll fabf(x) dz als die in Abbildung 6.2 skizzierte Fliche

aufgefasst werden konnen. Welche Bedeutung hat aber ff f(x)dx fiir beliebige
nicht notwendig positive f 7

Beginnen wir mit einer Funktion f, deren Graph wunter der x-Achse liegt,
es soll also f < 0 sein. Dann ist —f > 0, das Integral f(f(—f)(:r) dx ist also die
Fliiche, die unter — f liegt. Andererseits ist f:(—f)(x) dr = — f:f(x) dx, und es
folgt:

Ist f <0, so ist f: f(z)dz der mit dem Faktor —1 multiplizierte
Flicheninhalt, der von der Kurve, der z-Achse und den zur y-Achse
parallelen Geraden durch a und b eingeschlossen wird.

Ist, allgemeiner, f eine Funktion, die sowohl positive als auch negative Werte
annimmt, so kann man f wie im vorigen Unterabschnitt als f = f+ — f~ schrei-
ben, wobei fT, f~ > 0. Zusammen mit der eben hergeleiteten Regel heifit das
unter Beriicksichtigung der Gleichung f;f(x) dr = f:f+(z) dx — f;f_(:z;) dx:

f: f(z) dx misst den Flicheninhalt zwischen dem Graphen von f,
der z-Achse und den zur y-Achse parallelen Geraden durch a und b;
dabei wird die Fldche unterhalb der x-Achse negativ gewertet.

Sollte es wirklich einmal vorkommen, dass die Gesamtfliche als wirkliche Flache
auszurechnen ist — also ohne +1-Wichtung — so muss man den Definitionsbereich
in Teile zerlegen, auf denen f das Vorzeichen nicht wechselt, auf diesen Teilen
integrieren und dann die so entstehenden Zahlen betragsméifig addieren.

R
2

A |
1 2 R

-2

Bild 6.20: Flache, absolut genommen
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Hier ein Beispiel dazu: Man mochte wissen, wie grofl die vorstehend skizzierte
Fliche ist, es geht um die auf [0,2] durch f(x) := 2% — 2 definierte Funktion.
f wechselt bei /2 das Vorzeichen, und deswegen ist die gesuchte Fliche

gleich
V2 2
7/ (x272)dx+/ (22 — 2) da.
0 V2

(Um das bequem auszurechnen, muss die Theorie noch weiterentwickelt werden:
Auf Seite 99 wird die Rechnung nachgeholt werden.)

Vertauschbarkeit von Limes und Integral

Nun zeigen wir, dass sich Integrierbarkeit auf gleichméfige Limites iibertragt
und dass — wie schon in Kapitel 5 angekiindigt — die Integration mit dem Limes
vertauscht werden kann:

Satz 6.1.11. Scien f, € Int[a,b] und f : [a,b] — R mit ||f — fu|| — 0.
Dann ist auch f € Int [a,b], und es gilt

/a ' f(w)dz = Tim_ / b Fu(2) de.

Beweis: Zuniichst bemerken wir, dass f beschrinkt ist: Wéahle n € N mit
If = fallo <1, dann ist aufgrund der Dreiecksungleichung

[fllse = I+ (f = Fa)llse < [fnllo + 1.

fn ist als integrierbare Funktion aber beschrinkt, also ist auch f beschrinkt,
denn fiir jedes x ist

F@)] < [flloe < I fnlloe + 1.

Sei nun € > 0, wir wihlen n € N mit || f, — f||., < € und Treppenfunktionen
71 < fn < 72 mit

Es folgt

Bild 6.21: f, f,, und einschachtelnde Treppenfunktionen

flim = limf
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und

b b
/ (e4e)—(m—e))(z)ds = / (1o — m1)(x) dx + 2e(b— a)
e (1+42(b—a)).

IN

Nach Lemma 6.1.6 ergibt sich daraus die Integrierbarkeit von f.

Es fehlt noch der Nachweis der behaupteten Limes-Vertauschung. Sei dazu
e > 0, wir bestimmen ng so, dass ||f — full,, < € fiir n > ng. Nach Definition
der Supremumsnorm heifit das, dass die Funktion f fiir diese n zwischen den
Funktionen f,, —e und f,, + ¢ liegt. Die Monotonie des Integrals (Satz 6.1.7(iii))
impliziert dann

/ab(fn(x) —¢)da

/abf(x) dx
b

/a (fulz) +e)da
/abfn(x) dz+¢(b—a),

b
/ Ful@)da —2(b— a)

IN

IN

und das heif3t

b b
/ f(z)dx — / fu(z)dz| < e(b—a).
a a
Damit ist die behauptete Konvergenz bewiesen. 0
Es folgt nun leicht:
Korollar 6.1.12. Der Raum (Int [a,b], || - || ) ist ein vollstandiger normierter

Raum, d.h. ein Banachraum.

Beweis: Sei (f,,)nen eine Cauchy-Folge beziiglich der Supremumsnorm auf dem
Raum Int[a,b]. Wie im Beweis von 5.3.4 setzt man f(z) := lim f, (z) fiir jedes
z € [a,b], dabei wird die Vollstindigkeit von R ausgenutzt. Wie dort zeigt man,
dass ||f — fullo, — 0, d.h. die Konvergenz ist gleichmaBig.

Aus Satz 6.1.11 folgt f € Int[a,b], und damit ist alles gezeigt. O

Bemerkungen:

1. Es ist wesentlich, dass in Satz 6.1.11 die gleichmdffige Konvergenz voraus-
gesetzt wurde, die punktweise Konvergenz reicht nicht aus. Als Gegenbeispiel
betrachte man die Funktionenfolge f,, die auf [0,1] durch die folgende Vor-
schrift definiert ist: f,, ist gleich n auf]0,1/n [ und sonst iiberall gleich 0 (s. Bild
6.22).

Dann sind die f,, als Treppenfunktionen integrierbar mit Integral 1. Ande-
rerseits konvergieren sie punktweise gegen die Nullfunktion, die das Integral 0
hat.
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AR
g6 f3
f2
26——o
1 h )
+ R

Bild 6.22: Die Funktionenfolge (f,)nen

2. Unter einer Zusatzvoraussetzung reicht punktweise Konvergenz doch aus: Es
muss eine integrierbare Funktion g geben, so dass |f,| < ¢ fiir alle n gilt. Das
ist ein Spezialfall des Satzes von der majorisierten Konvergenz (vgl. S. 345).

Ein alternativer Zugang zum Integrationsproblemo‘

Zur Definition des Riemann-Integrals waren wir durch , Riickwértsrechnen*
unter Ausnutzung der Monotonie (Wunsch 4 des Wunschzettels) des Integrals
gekommen. Alternativ kann man von Wunsch 5, der Stetigkeitsforderung, aus-
gehen. Dieser Weg soll hier kurz skizziert werden.

Wir nehmen also wieder an, dass irgendjemand eine Losung des Integrati-
onsproblems gefunden hat. Wieder soll es dabei so sein, dass das Integral fiir
Treppenfunktionen erklért ist und den ,richtigen® Wert geméfl Definition 6.1.3
hat.

Schritt 1: Motivation

Sei f eine Funktion, fiir die das Integral I, ;(f) erklért ist und fiir die es eine
Folge (7,) von Treppenfunktionen so gibt, dass die 7, gleichméflig auf [a,b]
gegen f konvergieren. Wegen der Stetigkeitsforderung muss dann

b
Lop(f) = nll_{rolc Iop(n) = lim [ 7,(z)dx

n—oo

gelten.

Schritt 2: Die Definition

Die vorstehende Beobachtung soll nun zu einer Definition ausgenutzt werden.
Wir sagen, dass eine Funktion f : [a,b] — R durch Treppenfunktionen ap-
proximierbar ist, wenn f der gleichmifige Limes einer geeigneten Folge von
Treppenfunktionen ist. Mit Int* [a,b] soll die Gesamtheit dieser f bezeichnet
werden!?.

17 In manchen Biichern werden die f € Int* [a,b] Regelfunktionen genannt.
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Liegt f in Int" [a, b], so soll das Integral durch

ap(f) = lim [ 7,(z)dx

erklédrt werden, wobei die Treppenfunktionenfolge entsprechend der Definition
gewihlt ist.

Wieder stellt sich ein Wohldefiniertheitsproblem:
Woher weifl man, dass lim,, f;Tn(x) iiberhaupt existiert, und wer

garantiert, dass

b b
lim / To(x)dr = lim [ 7 (x)dx

n— oo n—oo

gilt, wenn f sowohl der gleichmiifiige Limes der Folge (7,,) als auch
der Folge (7],) ist?

Das muss wirklich bewiesen werden: Wenn f der gleichméflige Limes der 7, ist,
so ist (7,,) eine gleichmiifige Cauchy-Folge, die Normen der 7,, — 75, werden also
beliebig klein. Nun gilt wegen Satz 6.1.4(iv), dass:

/aan(x) dx — /;bTm(I) dx

und deswegen ist ( faan(.T)) eine Cauchy-Folge in R. Wegen der Vollstandigkeit

< (b—a)lmn — Tmllw

von R kann man also wirklich die Existenz von lim,, f‘an (x) garantieren.

Was passiert, wenn eine weitere Folge (7,) betrachtet wird, die ebenfalls
gleichméBig gegen f konvergiert? Dann geht doch (7, — 7)) gleichméBig gegen
Null, aus der Abschéitzung

/abrn(:v) dx — /abrfl(ac) dx

folgt dann, dass lim,_. o (fan(x) dx — f;n’l(m) dx) = 0. Folglich muss

<=a)lmm -7l

b b
lim [ 7,(x)dz = lim [ 7/ (z)dx
n—oo a n—oo
sein, die Existenz der Limites ist durch den ersten Beweisteil garantiert.
Man beachte noch: Ist 7 eine Treppenfunktion, so wird 7 von der Folge
(1) = (1,7,...) gleichmiflig approximiert. Deswegen liegt 7 in Int* [a,b], und
die vorstehende Definition fithrt zu I (1) = fabrn(az) dx.

Schritt 3: Sind alle Wiinsche erfillt?
Ja, doch dazu sind wieder ziemlich langwierige — und recht elementare — Be-
weise zu fithren. Bemerkenswert ist eigentlich nur, dass auch hier die Tatsache
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eine wesentliche Rolle spielt, dass stetige Funktionen auf kompakten Intervallen
gleichmiBig stetig sind: Nur so lisst sich die gleichméfiige Approximation durch
Treppenfunktionen nachweisen.

Schritt 4: Vergleich mit dem Riemann-Integral:

Angenommen, f ist gleichméBig durch Treppenfunktionen (7,,) zu approximie-
ren. Dann kann man doch zu ¢ > 0 ein 7, so finden, dass ||f — 7| < e.
Die Treppenfunktionen 7, — ¢ bzw. 7, + € liegen dann unter bzw. iiber f, und
die Differenz der Integrale ist 2¢(b — a). Damit ist f nach dem Kriterium 6.1.6
(Riemann-)integrierbar, es gilt also Int" [a,b] C Int[a,b]. Auch muss I ,(f)
gleich dem Riemann-Integral I, ,(f) von f sein, denn beide Zahlen liegen zwi-
schen f;Tn(l‘) dz — (b — a)e und f;rn(a:) dz + (b — a)e. Damit ist

(Lo (f) = 13,(f)] < 26(b—a),
und da ¢ dabei beliebig klein sein darf, muss I, »(f) = I ,(f) gelten.

Umgekehrt: Es ist nicht richtig, dass alle Riemann-integrierbaren Funktionen
in Int* [a, b] liegen. Ein Beispiel findet man so:

AR

1--— — comm

=

Bild 6.23: f ist Riemann-integrierbar, I5, (f) existiert aber nicht

Definiere f : [0,1] — R dadurch, dass f(1) = 0 gilt und f auf den Intervallen
[0, 1—% [, [1—%, 1—% [7 [ —%7 1—% [, ... abwechselnd die Werte +1 und —1 hat.
Konnen Sie beweisen, dass f integrierbar ist, aber nicht gleichméfig durch

Treppenfunktionen approximiert werden kann?

Wozu ist dieser alternative Zugang dann zu gebrauchen, wenn das Riemann-
Integral weitergehender ist? Seine Vorteile werden erst dann deutlich, wenn
man Funktionen integrieren mochte, die ihre Werte nicht in R, sondern in einer
komplizierteren Menge haben. Falls die Bildmenge ein vollstdndiger normierter
Raum — also ein Banachraum — ist, kann man die eben skizzierten Schritte ohne
Miihe wortlich iibertragen und damit ein Integral fiir vektorwertige Funktionen
definieren: So stehen sofort Integrale fiir z.B. matrixwertige Funktionen zur
Verfligung.
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Das geht mit dem Riemann-Integral nicht so ohne weiteres, denn dafiir wur-
den hier Eigenschaften von R verwendet, die in allgemeineren Situationen nicht
zur Verfiigung stehen (Ordnung, Existenz von Suprema und Infima).

Riemannsche Summen

Es gibt einen alternativen, technisch etwas aufwindigeren Zugang, der
besser verallgemeinerungsfihig ist.

Dazu startet man wieder mit einer Funktion f : [a,b] — R, betrachtet
werden Zerlegungen a = 29 < 21 < -+ < z, = b von [a,b]. Zusitzlich
zu den Zerlegungspunkten xo,...,x, gibt es aber nun Zwischenpunkte
&0y &n—1, wobel z; < & < ;g fiir alle ¢ gilt.

Riemannsche

Zu f und solchen x;,&; definiert man dann die zugehorige Riemannsche
Summe

Summe als

n—1

Seo,emitormbn 1 = O (&) @it1 — m3).

i=0

(Man mache sich klar, dass diese Summe sicher eine Niherung fiir die
Flidche unter f ist, denn der Summand entspricht der Fliche eines Recht-
ecks mit den Seiten ;41 — x; und f(&), reprisentiert also ungefahr den
Anteil der Flidche unter f zwischen x; und ®iy1.)

Und dann kann man zeigen: Ist f beschrinkt, so ist f genau dann Riemann-
integrierbar, wenn die Riemannschen Summen bei immer feiner werdender
Zerlegungslinge konvergieren. Das soll bedeuten, dass es ein v € R gibt,
so dass fiir alle € > 0 ein § > 0 mit der folgenden Eigenschaft existiert:
Wann immer o, ..., Zn,&o,...,En—1 eine Zerlegung mit Zwischenpunkten
ist, fiir die x;41 — x; < ¢ fiir alle 7 ist, so gilt

|S®0 ----- T sE0seEn1 — Q| < E.

Dabei ist die Zahl « eindeutig bestimmt, sie entspricht natiirlich dem
Integral fabf(m) dx.

Sind alle Funktionen integrierbar?

Die Menge Int [a,b] der integrierbaren Funktionen ist ein riesiger Vektor-
raum. Es wurde schon gesagt, dass alle fiir konkrete Probleme wichtigen Funk-
tionen darin enthalten sind.

Trotzdem ist es nicht so, dass alle beschrinkten Funktionen von [a,b] nach R
integrierbar sind, das berithmteste Beispiel ist die so genannte Dirichlet funktion

Dirichlet- fp. Diese ist dadurch definiert, dass sie an rationalen bzw. irrationalen Stellen
funktion den Wert Null bzw. Eins hat. (Erwarten Sie nun bitte keine Skizze!) Ist dann 7,
gegeben durch zg,...,x, und rq,...,r,—1, eine Treppenfunktion mit f < 7, so
muss 1 < r; fiir alle i gelten: In ] z;, 7,41 [ gibt es nimlich irrationale Zahlen'®),

18)Vgl. Ubung 1.7.1.
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wir withlen eine aus, sie soll z heiflen. Es ist 1 = fp(x) < 7(x) = r;, und das
beweist, dass

b n—1 n—1
/ T(x)de = Z ri(Tig1 — x;) > Z 1 (241 — i) =b—a.
a i=0 i=0

Das ist fiir beliebige 7 mit 7 > f so, und deswegen gilt fiir das Oberintegral
I*(f) > b—a.

Genau so zeigt man, dass L.(f) < 0 gilt; hier wird wichtig, dass die rationalen
Zahlen in R dicht liegen. Damit ist L.(f) < I*(f), und das heifit, dass f nicht
integrierbar ist.

In der Theorie des Lebesgue-Integrals, auf das wir im Anhang (Seite 339)
kurz eingehen werden, wird fp einen Integralwert bekommen. Aber es gibt
beschrinkte Funktionen, fiir die auch die Lebesgue-Theorie versagt. Die sind
allerdings so kompliziert, dass sie nicht so richtig vermisst werden. Ein Integral
mit verniinftigen Eigenschaften, das auf wirklich jede Funktion anwendbar ist,
kann sowieso nicht gefunden werden. Zum Versténdnis des Beweises fehlen uns
zwei Voraussetzungen (Was ist ein Mafl? Was besagt das Zornsche Lemma?),
und deswegen soll hier nicht mehr dazu gesagt werden.

6.2 Die Berechnung von Integralen

Wir haben bisher als einziges konkretes Beispiel zur Integration die Funktion
z +— z behandelt. Die Rechnung auf Seite 71 war recht miithsam, obwohl die
zu integrierende Funktion nicht gerade kompliziert war. In diesem Abschnitt
werden wir ein Verfahren kennen lernen, durch das sich die Ermittlung von

ff f(z) dx ganz wesentlich vereinfacht.
Der Ausgangspunkt ist das folgende Ergebnis:
Satz 6.2.1. Sei f:[a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion; [ ist also

beschrankt, und Ober- und Unterintegral stimmen tberein. Wir definieren mit
Hilfe von [ eine weitere (in Bild 6.24 skizzierte) Funktion Fy : [a,b] — R durch

Fole) = [ Cp dr:

wegen Satz 6.1.7 ist Fy fiir alle x definiert'®).
Dann gilt:

(i) Fy ist stetig. Fy ist sogar eine Lipschitzabbildung mit Lipschitzkonstante
1/ lloo-

19) Hier wird erstmals wichtig, dass wir statt der Integrationsvariablen & — dieser Buchstabe
ist hier schon belegt — auch andere Zeichen verwenden diirfen; vgl. die Bemerkung 3 auf Seite
69.
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(i) Ist f bei xg € [a,b] stetig, so ist Fy bei xq differenzierbar; in diesem Fall
gilt Fi(zo) = f(z0)-
Falls f tberall stetig ist, ist Fy also differenzierbar mit F = f.

AR

Fo(z) = f: f(t)dt

Bild 6.2/: Fy(x): Die Fliche unter [ zwischen a und x

Beweis:

(i) Wir zeigen, dass Fp einer Lipschitzbedingung mit der Konstanten | f|
geniigt; dann ist nur noch zu beachten, dass nach Satz 3.3.3 Lipschitzabbildun-
gen stetig sind.

Dazu seien x1,x2 € [a,b] vorgegeben, es sei etwa 1 < zo. Dann ist

/;Qf(t) dt — /:lf(t) dt’

/  f) dt‘
6.1.7(v) '
< (w2 — 1) - | fll

lzo — 21| - | f]l -

[Fo(z2) — Fo(w1)] =

6.1.7(iii)

(ii) Die Idee zum Bewelis ist recht einfach: Der , typische“ Differenzenquotient,
der zur Ermittlung von F{(x) gebildet werden muss, ist

F()(ZL‘() + h) - F()(J}o)
i .

Sei etwa h > 0. Dann ist der Zahler nach Definition gerade die Fliache unter der
Kurve zwischen den Punkten x¢ und xg + h, denn

xo+h

F0($0+h):F0(1'0)+/ flz)dx -

Zo
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Lo x0+h

Bild 6.25: Fo(l'o + h) — F()(Jio)

Diese Fliche kann im Falle der Stetigkeit von f gut durch h - f(xg) angenihert
werden, denn sie unterscheidet sich nur unwesentlich von einem Rechteck mit
den Seitenldngen h und f(zg). Folglich sollte der Quotient aus Fo(xo+h)—Fy ()
und h ziemlich genau gleich f(x¢) sein, was gerade zu der behaupteten Gleichung
Fj(x0) = f(zo) fiihren wiirde.

Die priizise Ausfithrung dieser Idee macht keine grofien Schwierigkeiten. Wir
gehen aus von einer Folge (z,)nen in [a,b] mit @, — 2o (z, # o fiir alle
n € N), und wir haben

Fo(l‘n) — Fo(l‘o)

Ty — X0

- f(xo)

zu zeigen. Sei dazu € > 0 vorgegeben, wir withlen ¢ > 0 so, dass fiir alle x € [a,b]
mit |x — 20| < § die Ungleichung |f(x) — f(z0)] < € gilt. Wegen x,, — ¢ gibt
es dann ein ng € N mit |z, — x| < d fiir n > ng.

Nach Konstruktion ist fiir diese n und alle ¢ zwischen zo und z,,

flxo) —e < f(t) < fxo) +e.

Sei zunéchst oy < z,,, durch Integration ergibt sich

[ G -ayas [Tswar< [ () +ea

0 Zo

d.h. es gilt

(o) = )an —20) < [ " pt) dt < (F(z0) + ) (2 — 20)

und folglich
L) dt
e < L“ f( )

ITn — X0

f(zo) — < f(zo) +¢.
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Nun ist Fo(z,,) — Fo(zo) = f;n" f(t)dt, das ist nur eine Umformulierung von
[0 fa)de = [T f(x) do + f;n"f(x) dz. Das beweist

Fo(zn) — Fo(xo)
Ty — X0

[ (@) da

Ty — X0

= <e.

— f(=o)

— f(o)

Ist z,, < xp, so argumentieren wir ganz dhnlich. Wie eben folgt

(Fwo) — &) (wo—w) < [ F(t)dt < (F(z0) + &) (w0 — ),
d.h.

f(l‘o)*€§M < f(zo) +e.

Ty — Tp

Nun ist nur noch zu beachten, dass
0
Fo(l'n) — Fo(l'o) = —/ f(t) dt

gilt. Deswegen liegt der Quotient (Fy(z,) — Fo(20))/(zn — z0) wieder e-nahe
bei f(x¢), und daher gilt fiir die x, mit n > ng stets (also fiir zg < x, und
T < Zg)
Fy(wn) — Fo(xo)
Tn — X0

— f(20)

<e.

O

,,Glitehebung* durch Integration

Der vorstehende Satz ist hier hauptséchlich wegen seiner Bedeutung
fiir konkrete Integrationen interessant. Es ist aber auch unabhingig
davon wichtig, dass man — ausgehend von einer Funktion f — durch
,Aufintegrieren® zu einer Funktion Fy kommt, die bessere analyti-
sche Eigenschaften hat als f. Ist zum Beispiel f fiinfmal differenzier-
bar, so wird Fj eine Funktion sein, fiir die sogar die sechste Ableitung
existiert. Man sagt zu diesem Phénomen auch: ,, Integration gldttet*.

Uberhaupt hat der Ubergang von f zu Fy viel bessere Eigenschaften
als der (im Fall differenzierbarer f) von f zu f’:

1. Ist f > 0, so ist auch Fy > 0. Das stimmt fiir das Ableiten nicht
immer. (Warum nicht: Finden Sie ein Gegenbeispiel?)

2. Ist f ,klein“, so ist auch Fy ,klein“. Genauer: Ist | f(x)| < e fiir
alle z, so gilt wegen Satz 6.1.7(v), dass [Fy(z)| < (b — a)e fiir
z € [a,b].
Andererseits kann auch fiir , kleine* f die Ableitung f’ beliebig
grof} sein. (Kénnen Sie sich solche f vorstellen?)
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Die wichtigste Konsequenz von Satz 6.2.1 fiir die Berechnung konkreter In-
tegrale ist die folgende:

Satz 6.2.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Sei f:[a,b] = R eine stetige Funktion. Ist dann F : [a,b] — R eine differen-
zierbare Funktion mit F' = f, so gilt

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a).
a
Ein F mit dieser Eigenschaft heifst Stammfunktion zu f.

Beweis: Dieses sehr bemerkenswerte Ergebnis wird dadurch bewiesen, dass man
wieder die Funktion Fy : [a,b] — R betrachtet, die durch z — [ f(t) dt defi-
niert ist. Nach Satz 6.2.1(ii) ist Fpy differenzierbar mit F} = f. Somit sind sowohl
Fy als auch F' Funktionen, deren Ableitung gleich f ist. Und nun die Pointe:
Solche Funktionen sind bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Genauer:
Aus

(F—FR)Y=F —F=f—f=0

folgt wegen Korollar 4.2.3(i), dass F' — Fyy konstant ist. Es gibt also ein ¢ € R, so
dass F'(z) — Fy(z) = c fiir alle = gilt. Setzt man insbesondere x = ¢ und z = b
ein, so folgt

¢ = F(a) — Fo(a) = F(b) — Fy(b).

Und unter Beriicksichtigung von Fy(a) = 0 und Fy(b) = fabf(;r) dx (beides sollte
klar sein) heifit das

b
F@—ﬂ@:m@—%@z/ﬂmm.

Bemerkungen:

1. Stammfunktionen tauchten schon einmal auf: In Abschnitt 4.6 haben wir
gezeigt, dass man recht komplizierte Differentialgleichungen l6sen kann, wenn
es gelingt, Stammfunktionen zu speziellen, mit dem Problem zusammenhéin-
genden Funktionen zu finden.

2. Wir haben mitbewiesen, dass sich je zwei Stammfunktionen zu einer ste-
tigen Funktion f hochstens um eine Konstante unterscheiden. Und da Satz
6.2.1(ii) besagt, dass jede stetige Funktion f eine Stammfunktion besitzt, ist
die Losungsmenge der Differentialgleichung 3y’ = f vollstindig charakterisiert.
(Doch Achtung: Auch fiir ,einfache“ f muss eine Stammfunktion F' nicht in
geschlossener Form darstellbar sein; mehr dazu finden Sie in Abschnitt 6.6.)

3. Aufgrund des vorstehenden Satzes ist es fiir die Berechnung von f; flx)dx
fiir stetige f hinreichend, die Differentialgleichung ¢ = f zu 16sen, und die Inte-
gration stiickweise stetiger f lasst sich durch Zerlegung des Definitionsbereiches
darauf zuriickfithren (mehr dazu auf Seite 102). Wirklich werden praktisch alle

Hauptsatz der
Differential- und
Integralrechnung

Stammfunktion
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konkret zu berechnenden Integrale mit Hilfe von Stammfunktionen ausgewer-
tet?9).

In gewisser Weise ist damit Integrieren so etwas wie die Umkehrung des Diffe-
TENZIETENS.

4. Als einfaches Beispiel betrachten wir noch einmal die Berechnung von fol xdx
(vgl. Seite 71). Durch Raten finden wir eine Stammfunktion F zu f(z) = z als
F(z) = 2%/2. So folgt

1 2 2
1 0 1
rzde=F(1)-F0)= — — — = —.
/0 (1) (0) 5 5 5

Man beachte die dramatische Vereinfachung der Integralbestimmung im Ver-
gleich zur Rechnung auf Seite 71.

5. Es hat sich eingebiirgert, Stammfunktionen zu f mit
/f(x) dx  (unbestimmtes Integral)

zu bezeichnen. Da solche Stammfunktionen nur bis auf eine Konstante bestimmt
sind, sollte man im Falle F' = f statt [ f(z)de = F(x) sicherheitshalber
[ f(z)dz = F(z) + ¢, ¢ € R, schreiben oder mindestens — so werden wir ver-
fahren — bei der Benutzung des Gleichheitszeichen im Zusammenhang mit un-
bestimmten Integralen Vorsicht walten lassen. (So darf man aus [z dz = 2?/2
und [ @ dz = x?/2 + 3 sicher nicht folgern, dass 3 = 0 gilt.)

6. Hier noch eine weitere Konvention: Der beim Integrieren hiufig auftretende
Ausdruck F(b) — F(a) wird als F(x) |z abgekiirzt und als ,, F' in den Grenzen von

a bis b“ gesprochen?!. Das vorstehende Beispiel kann man dann iibersichtlich
als

0
schreiben.

7. Als weitere Illustration berechnen wir noch die in der Abbildung 6.20 auf
Seite 86 skizzierte Fliche. Da (23/3) — 2z sicher eine Stammfunktion zu z2 — 2
ist (wir haben mangels noch fehlender allgemeiner Resultate einfach geraten),

folgt
V2 3 V2 23 4
/ (x2—2)dx:$——2x :@—2\/5:__\/5
0 3 0 3 3

20)In vielen Fillen kann der exakte Wert allerdings nicht ermittelt werden. Die numerische
Mathematik stellt Methoden zur Bestimmung praktisch ausreichender Approximationen be-
reit.

21 Manche schreiben statt F(z)‘z auch [F(m)]z Wenn nicht klar ist, um welche Variable
es geht, kann man auch die Variante F(z)‘l;:a verwenden. Das ist zum Beispiel bei dem
Ausdruck (3z2y* — 12my)|Z:4 sinnvoll, wo auch die Variable y gemeint sein koénnte: Das

wiirde als (3z2y* — 12axy)|2:4 notiert werden.
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sowie
2

2 a3 4
/ (22 = 2)de = — —2z| =-(V2-1).

Die gesuchte grau schraffierte Fléche hat also den Wert
4 4 4
SV2+o(V2-1) = (2v2-1).

8. Die im Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung verwendete Technik
kann man auch fiir einen neuen Beweis dafiir verwenden, dass stetige Funktionen
integrierbar sind; dieses Ergebnis wurde in Satz 6.1.7(ii) unter Ausnutzung der
gleichméfBigen Stetigkeit stetiger Funktionen bewiesen. Das folgende Argument,
das ohne gleichméfige Stetigkeit auskommt, scheint nicht allgemein bekannt zu
sein, obwohl es schon vor fast 100 Jahren hin und wieder in Lehrbiichern zu
finden war??).

Sei f:[a,b] — R eine stetige Funktion. Fiir € ]a,b] definieren wir die
Zahlen I, (x) bzw. I*(x) als das Unter- bzw. das Oberintegral der Einschrinkung
von f auf [a,z] (vgl. Seite 68). Setzt man noch I, (a) := I*(a) := f(a), so sind
I, und I* wohldefinierte Funktionen von [a, b] nach R, von denen uns eigentlich
nur eins interessiert, wenn wir die Integrierbarkeit von f beweisen wollen:

|1st 1,(b) = I°(b)?]

Das liegt einfach daran, dass I, (b) bzw. I*(b) das Unterintegral I, (f) bzw. das
Oberintegral I*(f) von f ist.

Dass das stimmt, zeigt man analog zum Beweis von Satz 6.2.1(ii). Wie dort
kann man namlich problemlos nachpriifen, dass I, und I* differenzierbare Funk-
tionen auf [a,b] sind und dass

fiir alle x gilt. Folglich unterscheiden sich I, und I* nur durch eine Konstante,
wie im Beweis des Hauptsatzes wird hier Korollar 4.2.3(1) herangezogen.

Diese Konstante muss aber Null sein, denn aus I.(a) = I*(a) folgt, dass
auch I,(b) = I'*(b) gelten muss. Damit ist die Integrierbarkeit stetiger f (noch
einmal) bewiesen.

Aufgrund der Definition ist es leicht, Formeln fiir unbestimmte Integrale in
Hiille und Fiille zu produzieren: Man braucht lediglich Differentiationsformeln
riickwiérts zu lesen. Hat man z.B. mit Hilfe der bekannten Differentiationsregeln

(e“"’ Si”)/ = (sinz + x cos x)e” sin @

22)Wer die Einzelheiten erst spiter einmal durchgehen méochte, kann gleich im n#chsten
Absatz weiterlesen.

Cla,b] C
Int[a,b]
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ermittelt, so kann man das als
/(sin x + zcosx)e” ST dr = eI

lesen und anschlieflend fiir beliebige a,b € R mit a < b das Integral

b
/ (sinz + x cosx)e® > dx
a

ausrechnen. Doch leider hilft das in konkreten Fillen recht wenig, denn dort ist
nur f vorgegeben und eine Stammfunktion ist nicht in Sicht.

Trotzdem: Das Riickwdrtslesen von Differentiationsregeln ist praktisch das
einzige Mittel, unbestimmte Integrale zu bestimmen. Betrachten wir zum Bei-
spiel die in Satz 4.1.4(i) bewiesene Aussage, dass die Ableitung einer Summe
gleich der Summe der Ableitungen ist. Das soll hier als (F + G) = F' + G’
notiert werden. (Wir verwenden grofle Buchstaben fiir die Funktionen, um sie
mit den zu integrierenden Funktionen nicht zu verwechseln.) Das bedeutet doch
fiir stetige f und g: Hat man — wie auch immer — Stammfunktionen zu f und
g, also differenzierbare Funktionen F und G mit F’ = f und G’ = g, gefunden,
so braucht man sich nicht mehr anzustrengen, um eine Stammfunktion zu f+g¢
zu finden: Man kann einfach F' + G verwenden.

Die vorstehenden Uberlegungen kann man als

/(f(x)+g(m)) dx:/f(m)das—l—/g(m)dm

zusammenfassen, ganz analog ergeben sich die weiteren Formeln in der nachste-
henden niitzlichen Tabelle fiir Stammfunktionen.

/f dx—i—/()dx

(folgt aus (F + G) = F' + &)

/ f(z)dx

folgt aus (AF) = )\F’)
0~ [f@

(folgt aus (fg) = flg+ fq' )

sog. partielle Integration

/g'(ﬂc) (fog)(x)de = (Fog)(zx); dabeiist F' = f

(folgt aus (Fog) = (F'og)-g')
sog. Integration durch Substitution

/ (F(@) + 9(x)) de

Jon@ s

—
I
S
=
&

2
8
I
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Liest man entsprechende Formeln fiir die Ableitung spezieller Funktionen
riickwirts, so erhilt man sofort eine weitere Tabelle:

1
ot qeR -1
/xo‘dx _ o \{-1}
log || a=-1
/ewdm = e’
/Sinmdm = —cosT

/ cosxdr = sinx
dx .
———— = arcsinx
V1—a2

/ du = arctanx
T4a22 ‘

(Die zugehorigen Formeln fiir die Ableitungen wurden in Kapitel 4 hergeleitet.
Dass log |x| eine Stammfunktion zu 1/z auf R \ {0} ist, wurde fiir z > 0 in
Korollar 4.5.5(ii) bewiesen; fiir # < 0 ist |z| als —z zu schreiben, dann ist nur
noch die Kettenregel anzuwenden.)

Es wird Sie vielleicht iiberraschen zu erfahren, dass damit schon die wichtig-
sten Methoden beschrieben sind, mit denen Integrale in konkreten Berechnun-
gen exakt ausgewertet werden konnen®?). Diese Methoden werden nachstehend
noch ausfiihrlich erldutert, vorher finden Sie einige Bemerkungen und ,,einfache
Beispiele:

Bemerkungen und Beispiele:

1. Als erstes Beispiel soll f15(14x2 +162°) dz bestimmt werden, man kann durch
Kombination der in den beiden Tabellen zusammengefassten Ergebnisse wie
folgt rechnen:

5 14 °
/ (142% +1623) dex = —a° +4a?
1 3 1
14 5 5
= 2% +42*
3 1 1
14 .
= ?(53 — 13 +4(5* -1
9224
3

23) Computerprogramme wie etwa MATHEMATICA stiitzen sich beim Integrieren zusitzlich
auf anspruchsvolle Ergebnisse aus der Algebra, einen ersten Einblick in die dabei relevanten
Techniken konnen Sie in Abschnitt 6.6 bekommen.
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2. Nun konnen wir auch konkrete Beispiele zu den auf Seite 80 eingefiihrten
Mehrfachintegralen berechnen. Sei etwa f die durch f(z,y) := zy — 222%y? defi-
nierte Funktion in zwei Verdnderlichen, wir wollen

/:/Olf(x,w dydz

bestimmen. Dazu muss man zunéchst das ,,innere“ Integral auswerten: Bei fest-
gehaltenem =z ist

1
/ (zy — 22°y°) dy
0
1

/0 ) dy

- (-2

2 3 y=0
z12  z0% 22213 22208
B
o 222
T2 3

Und diese Funktion ist nun noch von 3 bis 5 zu integrieren:

/‘”’(5 20 4o — (2222
2 3 )Ty T

Das gleiche Ergebnis hétte man — in Ubereinstimmung mit der Plausibilitéits-
betrachtung von Seite 82 — bei der Auswertung von

/0 1 /3 " (o) do dy

3. Die Tabellen (wie auch die ausfiihrlicheren, die Sie in Tafelwerken finden)
sollten nicht allzu formal angewandt werden. So sollte man z.B. bei der parti-
ellen Integration voraussetzen, dass f und g differenzierbar und dass f’ und ¢’
stetig sind (um die Integrierbarkeit zu garantieren). Auch ist bei der konkreten

5

160
0,

3

erhalten?¥.

Auswertung von ff f(x) dx sicherzustellen, dass f auf [a, b] definiert und stetig
ist. Verboten ist also z.B. die folgende , Integration*

+1
(falsch!) / de_ 1

4. Das Integral einer Treppenfunktion, die nur an endlich vielen Stellen von
Null verschiedene Werte annimmt, hat nach Definition den Wert Null. Wegen

249)Dass die Vertauschung der Integrationsreihenfolge wirklich so gut wie immer legitim ist,
werden wir in Korollar 6.4.2 beweisen.



6.2. DIE BERECHNUNG VON INTEGRALEN 103

J(f+9)(x)de = [ f(z)dz + [ g(x)dx folgt daraus, dass die Abéinderung einer
Funktion an endlich vielen Stellen den Wert des Integrals nicht dndert. Insbe-
sondere darf man in den Fillen, in denen man f in den Randpunkten stetig fort-
setzen kann, f durch diese stetige Ergdnzung ersetzen und folglich ebenfalls die
Methoden dieses Abschnitts anwenden. Damit ist auch klar, dass alle stiickweise
stetigen Funktionen durch Auffinden von Stammfunktionen integriert werden
koénnen.

Beispiel:
AR
2_
2
B R
2
/gy
-3 -2 -1 1 2 R

Bild 6.26: Eine stiickweise stetige Funktion

Fiir diese Funktion ist

/_Zf(x)dac /_:f(x)dx-l-/_olf(ﬂc)dx+/O2f(g;)dx
2 5 -

/ ezdx—i—/ 1dx + x—dx
-3 —1 0 2

—1 0 312
+a| +=
" 6

e(L’

-1 0

Wir beschreiben nun etwas ausfiihrlicher drei Verfahren zur Berechnung kon-
kreter unbestimmter Integrale:

e Partielle Integration
e Integration durch Substitution

e Integration durch Partialbruchzerlegung

Partielle Integration ‘

In Kurzfassung hatten wir die partielle Integration als

/ F@)g(e) de = f(x)g(x) — / f(@)g' () da
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notiert. Diese Integrationsmethode ist manchmal anwendbar, wenn die zu inte-
grierende Funktion ein Produkt ist. Genau genommen wird dabei das Problem
nur verlagert: Das Auffinden einer Stammfunktion von f’g wird auf die Bestim-
mung einer Stammfunktion von fg’ zuriickgefiihrt. Das hilft natiirlich nur dann
weiter, wenn [ f(z)g'(z) dz einfacher auszurechnen ist als [ f/(z)g(z) dx.

Das Verfahren:

1. Man muss entscheiden, wie die zu integrierende Funktion als f’g darge-
stellt werden soll.

Das ist durchaus nicht immer nahe liegend. Soll zum Beispiel die
Funktion xe” integriert werden, so kénnte man f’(x) als  und g(z)
als e” withlen. Man konnte es auch genau umgekehrt machen oder
noch viel komplizierter: f'(z) = (z7 4 1)e*, g(z) := x/(z” + 1).

In diesem Fall wire die Wahl f'(x) = e und g(z) = x die richtige
(s.u.), man kann aber nur durch Erfahrung lernen, wann und wie
partielle Integration eingesetzt werden kann. Als Faustregel kann man
sich merken: Schreibe die zu integrierende Funktion so als f’g, dass
g durch Differenzieren einfacher wird und eine Stammfunktion zu
f’ leicht gefunden werden kann. Typische Anwendungsbeispiele, bei
denen das geht, sind die unbestimmten Integrale [zsinzdz (mit
f'(z) = sinz und g(z) = z) und [ze®dzr (mit f'(z) = e” und
9(z) = z).

2. Fiir das weitere Vorgehen werden f, g, f/, ¢’ benotigt; da f/ und g bekannt
sind, muss g differenziert und eine Stammfunktion zu f’ gefunden werden.
(Man sollte diese vier Funktionen iibersichtlich, zum Beispiel auf einem
Extra-Blatt, notieren.)

3. Als Néchstes wird alles in die Formel fiir die partielle Integration einge-
setzt.

4. SchlieBlich ist zu priifen, ob das unbestimmte Integral [(fg’)(x)dz aus-
gewertet werden kann. Evtl. geht das nicht, z.B. weil man f’ und g unge-
schickt gew&hlt hat, evtl. ist auch nochmals partielle Integration oder ein
anderes Integrationsverfahren anzuwenden.

5. Die auf diese Weise gefundene Stammfunktion zu f’g sollte sicherheitshal-
ber abgeleitet werden; natiirlich sollte f’g herauskommen.

/a:e””dx:?

zu 1: Wir entscheiden uns fiir f/(z) = ¢” und g(z) = z; dabei lassen wir uns
von der Faustregel leiten, dass ¢ in der Regel diejenige Funktion ist, die durch
Ableiten ,einfacher” wird.

Hier ein Beispiel dazu:
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zu 2: Esist f(z) = f/(z) = e” und g(z) =z, ¢'(z) = 1.

zu 3: Die Anwendung der Formel fiir partielle Integration liefert

/alcez dx = ze” — /ez dx.

zu 4: Es ist [ ¢” dz = e; zusammen erhalten wir
/acezdac::reg”fez =" (xz—1).

zu 5: Ableiten (die ,Probe®) ergibt
(e®(z — 1))/ =e"(z — 1) +e” = ze”,
e”(x — 1) ist also wirklich eine Stammfunktion zu ze®.

So ausfiihrlich wird man das iiblicherweise nicht aufschreiben, die ersten vier
Schritte hitte man wie folgt abkiirzen kénnen:

! _ AT — xr
/me“dm = ;rexf/exdx fr=e f,_e
g== =1

= ze® —ux;

die Rechnung im Kiéstchen ist natiirlich gleich am Anfang durchzufiihren.

Falls wir ibrigens [ 22e® dz zu behandeln gehabt hitten, wiren wir mit
partieller Integration bei Festsetzung von g(z) = 22, f/(z) = e® bei

/x2e“ de = 2%e® — 2 /xex dx

angelangt, und erst eine nochmalige partielle Integration (die wir vorstehend
durchgefiihrt haben) hiitte uns eine Stammfunktion zu x%e® geliefert:

/xQe“ de = 2%" — Q/me“’ dx

= p%e” —2(x —1)e”

= (2 —22+2)-€%

Als ein Beispiel, bei dem partielle Integration zwar zum Ziel fithrt, die Darstel-
lung des Integranden als f’g aber nicht nahe liegend ist, betrachten wir

/logxdx =7

Nur wenn man log x etwas gekiinstelt als Produkt, ndmlich als 1-logx schreibt,
kann man mit partieller Integration eine Stammfunktion finden:

_ . f=1 f-a
/logmdm = zlogx /ldaj g=logz ¢ =1/z

= zlogx —x.
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Vom Regen in die Traufe

Manchmal dreht sich partielle Integration scheinbar im Kreis,
als Beispiel betrachten wir das Problem, eine Stammfunktion zu
(cosx)e® zu finden. Ubliche partielle Integration (mit g(z) = cosx
und f/(z) = e%) fithrt zu

/(cos x)e® dr = (cosx)e” + /(sin x)e” du.

Wenn man auf das rechts stehende Integral ebenfalls partielle Inte-
gration anwendet (natiirlich mit f/(z) = e” und g(z) = sin z), ergibt
sich

/(cos z)e® dx = (cosx)e® + (sinz)e® — /(cos x) e’ du.

Und nun? Es bleibt genau das Integral ibrig, das wir doch eigentlich
finden wollten.

Um doch weiter zu kommen, wendet man einen kleinen Trick an. Wir
wissen zwar immer noch nicht, was I := [(cosz) e” dz eigentlich ist,
aber wir haben die Gleichung I = (cosx + sinx)e® — I gefunden,

woraus .
cosx + sinx

I:/(cosx)ezdac: fez

folgt. Eine Probe durch Ableiten bestétigt, dass das wirklich eine
Stammfunktion von (cosz)e” ist.

Integration durch Substitution‘

In Kurzfassung kann man dieses Integrationsverfahren als

/ §(@) - (f o 9)(w) dz = (F 0 g)(x)

notieren, dabei ist F' eine Stammfunktion zu f.
Es folgt eine Anleitung, um damit effektiv arbeiten zu konnen:
1. Entscheide, welche Funktionen f(x) und g(z) sein sollen.

Faustregel: Das Integral muss sich, evtl. bis auf einen konstanten Faktor,
als f (g(x)) - ¢'(x) schreiben lassen; danach wird es nur dann weitergehen,
wenn eine Stammfunktion zu f gefunden werden kann.

2. Bestimme so eine Stammfunktion F'; das gesuchte unbestimmte Integral
ist dann (F o g)(z).

3. Probe.

Leider ist dieses Verfahren fiir das Aufschreiben viel zu unhandlich. Es emp-
fiehlt sich daher ein (inhaltlich gleichwertiger) anderer Weg;:
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1. Wie oben: g ,geschickt* wihlen.

2. Uberall g(x) durch das Symbol ,,u“ ersetzen. Die Ableitung u'(z) ausrech-
nen und formal mit dem ,,Quotienten* du/dx gleichsetzen; dann nach dx
auflosen®. Nun sollte das Integral die Gestalt J f(u) du fiir eine geeig-
nete Funktion f haben (es darf also kein x mehr auftreten!). Das setzt
voraus, dass wir im ersten Schritt g(z) gut gewihlt haben. Es sind also
die folgenden Schritte durchzufiihren:

u = g(z);
du ,
E = g (l') )
de — du

g'(x)’
/g’(w)(fog)(x)da; - /f(u)du.

3. [ f(u) du bestimmen, wobei u als Variable — so wie sonst z oder ¢ — aufzu-
fassen ist. (Das ist fiir Anfinger manchmal verwirrend, da v doch eigentlich
eine Funktion ist; hier ist aber u so wie sonst = zu behandeln.)

4. Im Ergebnis ist wieder u durch g(z) zu ersetzen (Resubstitution).
5. Probe.

Dazu ein einfaches Beispiel:
/cos:ces'“x de =7

zu 1. Wir entscheiden uns fir u(x) = sinz, denn cosz (die Ableitung) tritt als
Faktor auf.

zu 2. Es ist v/(z) = du/dx = cosz, also dz = du/ cos x. Damit ergibt sich

in o du .
cosre®¥dr = [ cosxe" = [e"du.
CcoS T

zu 3. [e'du=e".

sin x

zud.:e* = e " das ist unser Kandidat fiir eine Stammfunktion von cosx e

25)Schon in Band 1 wurde nach der Definition der Ableitung darauf hingewiesen, dass man
sich f’(z) in der Friihzeit der Analysis als Quotient der ,,unendlich kleinen Gréfien® df und
dx vorstellte und deswegen den Ausdruck df /dz verwendete (vgl. das graue Késtchen nach
Definition 4.1.2).

Die Schreibweise hat sich erhalten, sie hat einige Vorteile. Zum Beispiel ist klar, wie die
Variable heifit, nach der abgeleitet wird, auBlerdem ist sie fiir manche formale Rechnungen
(wie hier bei der partiellen Integration) giinstig.

Ubrigens: Es gibt durchaus Méglichkeiten, mit dz, dy, du usw. ,sauber® zu rechnen. Dazu
wurde die Theorie der , Differentialformen* entwickelt.
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zu 5.: Die Probe ergibt wirklich (eSi‘””)/ =coszx - ein?,

Auch hier wird man nach einiger Ubung mit einer abgekiirzten Schreibweise
auskommen:

A .odu u = sinx
cosx e dr = cos e
cos T du/dx = cosx
= / e du
= eu
esin x )

Es kann durchaus vorkommen, dass Substitution und partielle Integration
(evtl. sogar beide mehrfach) bei der Bestimmung einer Stammfunktion anzu-
wenden sind, so fiihrt etwa die Behandlung von [z sin(2z)dz bei Wahl von
g(x) = x, f'(x) = sin(2z) auf das Problem, eine Stammfunktion zu sin(2z) zu
finden, und das gelingt leicht (bei Wahl von « = 2z) mit Substitution.

Als Erginzung zum Thema ,,Substitution® soll noch darauf hingewiesen wer-

den, wie diese Integrationsmethode direkt mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung kombiniert werden kann.

Mal angenommen, es ist jfg’(z)(fog)(m) dx zu bestimmen. Mit etwas Gliick
findet man eine Stammfunktion F' zu f, dann ist F' o g Stammfunktion zu

g’ (z)(f o g)(z), und das gesuchte Integral kann als F' og|l; =F(9(b)) — F(g(a))
berechnet werden. Das ist aber der gleiche Wert, der bei der Bestimmung von

g(b)
/ fu)du
g(a)

zu ermitteln ist, und deswegen ist die Resubstitution im obigen vierten Schritt
eigentlich entbehrlich?®).

Die vorstehenden Uberlegungen kénnen als

g(b)

b
/ d@)(fog)w)ds= [ flu)du

g(a)

zusammengefasst werden. (Man beachte noch, dass wieder die auf Seite 69 ein-
gefithrte Konvention anzuwenden ist, falls dabei g(a) > ¢(b) sein sollte: Im
Fall g(a) = g(b) ist das Integral Null, und im Fall g(a) > ¢(b) muss man die
Integrationsgrenzen vertauschen und ein Minuszeichen davor setzen.)

Waire also im vorstehenden Beispiel
/2
sin x
/ cosxe dx
—7/2

auszurechnen gewesen, hitte man dieses Integral nach ,,3.“ gleich als
esin(m/2) _ osin(=7/2) " 3l50 als e — 1/e, auswerten kénnen.

26)Sje ist trotzdem dringend zu empfehlen, da dadurch eine Fehlerquelle bei der Versnderung
der Integrationsgrenzen entfallt.
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Integration durch Partialbruchzerlegung‘

Die vorstehenden Integrationsmethoden lassen sich auf allgemeine Situatio-
nen anwenden, zum Abschluss dieses Abschnitts soll noch ein Verfahren zur
Integration von rationalen Funktionen angegeben werden. (Eine Funktion heifit
rational, wenn sie fiir geeignete Polynome P und @ als P/Q geschrieben werden
kann®7).)

Die Idee ist leicht zu verstehen, die Durchfithrung kann allerdings im Ein-
zelfall recht kompliziert sein.

Wir betrachten zunéchst ein einfaches Beispiel:

2
Jime=

Das ist mit den bisher betrachteten Methoden nicht zu losen. Beachtet man

aber, dass
2 1 1

1—a2 1—|—xJr 11—z’
so ergibt sich mit Integration durch Substitution:

/ 2 Je /dw +/ dx

1—22 a 1+z 1—xz
d_u_ d_v u=14+2 v=1-2
u v du/dx =1 dv/dx = -1

— logJul — loglo]

= log|l+ x| —log|l — x|
1+

= log .
1—xz

Wir konnten also zu 2/(1 — 2?) deswegen eine Stammfunktion bestimmen,
weil 2/(1 — 22) als Summe von Funktionen geschrieben werden kann, fiir die
die schon bereitgestellten Methoden zum Ziel fithren. So lassen sich wirklich
beliebige rationale Funktionen behandeln, denn es gilt der folgende Satz der
Algebra, den wir hier ohne Beweis verwenden?®):

Satz 6.2.3. Es sei f eine rationale Funktion. Dann ist f Linearkombination®
von Funktionen der folgenden Form:

(i) =¥, dabei ist k € N.

27)In Band 1 tauchten rationale Funktionen schon einmal auf, der ,Kérper der rationalen
Funktionen iiber R “ wurde in Abschnitt 1.7 als Beispiel fiir einen geordneten Kérper angege-
ben, der nicht archimedisch geordnet ist.

28)Das Ergebnis findet man zum Beispiel als Satz 59.11 im ,,Lehrbuch der Algebra, Teil 2¢
von G. Scheja und U. Storch, das im Teubner-Verlag erschienen ist.

29)Zur Erinnerung: Eine Linearkombination von Elementen v1, ..., v, eines Vektorraums
ist jeder Vektor der Form ajvi + --- + anv, mit beliebigen Elementen ai,...,a, des Skala-
renkorpers.
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(i) G_aF ) , dabei ista e R, k € N.
b
(ii) ﬁ, dabei ist k € N und a,b,c,d € R und ¢ <d.
X xc

f ldsst sich also als

(@) 4 (0
SN0 WECAES mpape e

_ 2
pOLl ap om0zt (@ +2cox + do

darstellen, dabei sind u;, a,, a,Ep), ﬂfo), ’yfa), Co, dy geeignete reelle Zahlen.

Diese Darstellung heif$t Partialbruchzerlegung von f.

Wegen der Linearitit des Integrals reicht es damit, Stammfunktionen zu den
in Satz 6.2.3(i), (ii) und (iii) angegebenen Funktionen zu bestimmen:

u (i): Das ist leicht: [ a*dx = 2" / (k+1).
zu (ii): Substituiert man u = z — a, so ergibt sich [« =" du, also
1 1
. - ‘ kE>1
/ dzx dr — k=1 (z—a)k!

log |z — al kE=1.

zu (iii): In Spezialfdllen lidsst sich das Integral durch Substitution losen. Ist
nimlich b = ac, so ist bei der Substitution u = 22 + 2cz + d die Ableitung gleich
du/dx = 2x + 2¢, man erhélt also:
a 1
/ az + ac 2(k—1) (22 +2cx +d)k—1

. 7 do =
@? + 2cx + d) g~10g(x2—|—2cas—|—d) k=1.
(Dabei ist zu beachten, dass wegen ¢? < d stets 22 + 2cx +d > 0 fiir alle 7 € R
ist, der Logarithmus ist also wirklich wohldefiniert.)

Im Allgemeinen wird die vorstehende Bedingung nicht erfiillt sein. Es ist aber

ar+b ax + ac b—ac

(22 4+ 2cx +d)* (22 + 2cx + d)* + (22 4 2cx + d)F

Zum ersten Summanden findet man eine Stammfunktion wie im vorigen Absatz
beschrieben, und so bleibt nur noch der zweite Summand zu behandeln. Was
also ist
/ dx o
(x%2 4 2cx + d)*F
Durch die Substitution u(z) = (z + ¢) / v/d — ¢? ergibt sich
/ dx \/ — 02
(

2% + 2cx + d)F

u2+1
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man muss also nur noch die unbestimmten Integrale

/ du
(W2 + 1)k
auswerten (und danach wieder u durch (z + ¢) / V/d — ¢2 ersetzen).

Das ist der schwierigste Teil des Integrationsverfahrens. Wir beginnen mit
der Formel

2ku? —u du
2 1 U= w T 2 ko
(u? + 1)+ (u2+1) (u2+1)
die sich durch partielle Integration ergibt: Der Integrand wird dazu als Produkt

der Funktionen u und 2ku/(1 4 u2)*+1 geschrieben; dabei ist 2ku/(1 + u?)*+1
leicht zu integrieren, es ist die Ableitung von —1/(u? + 1)k,

Nun gibt es einen kleinen Trick: Wir schreiben das «? im Zahler der linken
Seite als (u? + 1) — 1, das linke unbestimmte Integral wird dabei zu

2k((w?+1)—-1) 2k 2k
[ S o [ [

du

W auflost s erhélt

Wenn man dann die beiden letzten Formeln nach /

man die bemerkenswerte Gleichung

/ du - U n 2k —1 / du
(u?2 + 1)F1 7 2k(1 + u2)k 2k (u2 + 1)k

(Da man beim Rechnen mit unbestimmten Integralen wegen der Mehrdeutigkeit
aufgrund moglicher additiver Konstanten vorsichtig sein sollte, empfiehlt sich
noch eine Probe: Der linke Integrand ist wirklich die Ableitung der Funktion

m plus dem Integranden des rechts stehenden Integrals.)

Mit dieser Formel ist es moglich, Stammfunktionen zu den 1/(1 + u?)* re-
kursiv zu berechnen. Hat man zum Beispiel eine zu 1/(1 + u?)® gefunden, so
kann man wegen der Formel eine zu 1/(1 + u?)? sofort hinschreiben.

Es fehlt allerdings noch eine kleine Ergidnzung, irgendwo muss man ja anfan-
gen: Wie sieht denn eine Stammfunktion zu 1/(1 + u?)! aus? Gliicklicherweise
brauchen wir nur zu der Tabelle auf Seite 101 zuriickzublédttern, dort finden
wir arctanw als Losung unseres Problems. Damit ist auch Fall (iii) vollstéindig
behandelt.

Die Bestimmung von [ P/Qdz ist durch die vorstehenden Uberlegungen
theoretisch vollstindig gelost, die praktische Ausfithrung, kann jedoch recht
miihsam sein.

Hier wieder eine Verfahrensanleitung:

1. Schreibe P/Q als Py + (P2/Q), wo P, und P, Polynome sind und der Grad
von P; kleiner als der Grad von @ ist.
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2. Die Bestimmung von [ P; dx sollte keine gréfieren Schwierigkeiten berei-

ten, also kitmmern wir uns nur noch um [ P»/Q dz. Dazu schreibe @ in
der Form

T S

Qx) = H(:L‘ - ap)k” . H(ac2 + 2cox + dg)"7

p=1 o=1

wobei sowohl die a, als auch die (¢,,d,) paarweise verschieden sind und
stets ¢2 < d, gilt.

Ohne Einschréankung ist QQ normiert, d.h. der hochste Koeffizient ist 1.
Dass so eine Produktdarstellung existiert, folgt aus dem Fundamen-
talsatz der Algebra 4.6.1. Die a, sind gerade die reellen Nullstellen
von @, die ¢y, ds ergeben sich aus den komplexen Nullstellen von Q:
Ist w eine nichtreelle Nullstelle von @, so auch w, und (z —w)(z —w)
ist ein reelles quadratisches Polynom. So entstehen die ¢, d, .

Dann ldsst sich P>/Q) mit geeigneten Koeffizienten in der Form

2 r o (p) s L4y ((7) + ((7‘)
Q(z) o (w—a) DD (2% 42, +dy)

darstellen.

Die — zunéchst unbekannten — Koeffizienten findet man so: Man macht
einen Ansatz entsprechend der vorstehenden Darstellung (6.1), multipli-
ziert mit Q und kann die Koeffizienten dann durch Koeffizientenvergleich
der beiden Seiten ermitteln (hier ist ein lineares Gleichungssystem zu
l6sen).

. Die in (6.1) auftretenden Summanden koénnen wie oben beschrieben inte-

griert werden.

Auf jeden Fall empfiehlt sich eine Probe.

Dazu zwei Beispiele:

Beispiel 1:
3 2 _
x° + 2x° + 3x ldx:?
22+ 2241
1. Es ist
x3+2x2+3x71_m+ 20— 1
22422 +1 - 224 2x+1

2. Unter Beachtung von Q(x) = 22 + 2z + 1 = (z + 1)? setzen wir gemif} (6.1)

an:

2e—1  a n b
2+2r+1 x+1 (z+1)2°
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Multipliziert man aus, so folgt
2e—l=a(lz+1)+b=ax+ (a+D),

dh.a=2und -1 =a+b, also b = —3.

3. Aufgrund der vorstehenden Uberlegungen ist

23+ 222+ 3z —1 2 3
22 +2x+1 zr+1  (z+1)2

damit lasst sich sofort eine Stammfunktion bestimmen:

3 22 3z —1
/x+ v dx = +210g\90—|—1|—|—

2+ 22 +1 2 r+1°

Beispiel 2:
22+x+1

Hier ist die zu integrierende Funktion bereits vom Typ 6.2.3(iii), wir haben also
nur die oben fiir diesen Typ beschriebenen Schritte nachzuvollziehen:
Zunichst ergibt sich (durch die Substitution v = 22 + x 4 1)

20+ 1
[y e = o e ),

wegen
r+2 1 2z+1 3/2

x2+x+1_5x2+x+1+12+1’+1

muss also nur noch [dz / (22 + 2 + 1) bestimmt werden.
Mit der Substitution u = (22 + 1) / v/3 wird dieses Integral zu

/7\/3/2 acta
rctanw .
3. (u2+1) \f u2+1
Zusammen erhilt man
x4+ 2 1 9 3 2 20+ 1
—d = =1 1 - — tan ———
/x2+x+1 z 5 og(z” +x + )+2 \/garcan 7

r+1
e

2
= logvVa? +x+1++/3 arctan
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6.3 Erweiterungen der Integraldefinition

Die bisherigen Ergebnisse kann man so zusammenfassen: Fiir ,,sehr viele“ be-
schrinkte f : [a,b] — R wissen wir, was f; f(z) dx bedeuten soll; diese Zahl
kann fiir positive f als Flacheninhalt gedeutet werden, der Integralbegriff hat
,verniinftige“ Eigenschaften, und stiickweise stetigen Funktionen kann immer
ein Integral zugeordnet werden.

In diesem Abschnitt soll darauf eingegangen werden, wie man — ausgehend
vom Riemann-Integral — sinnvolle Integraldefinitionen auch in allgemeineren
Situationen erhalten kann. Wir behandeln die folgenden Themen:

e Das Integral fiir komplexwertige Funktionen
e Uneigentliche Integrale
e Der Cauchysche Hauptwert® eines Integrals

Problem und Losungsansatz sind in allen drei Féllen @hnlich: Es soll ein
Integral fiir eine Funktion f definiert werden, die evtl. nicht als beschriankte
Funktion von einem Intervall [a,b] nach R gegeben ist (so dass die Frage, ob
f Riemann-integrierbar ist, nicht sinnvoll untersucht werden kann). Irgendwie
ist das neue Integral auf das Riemann-Integral zuriickzufithren, dabei sollten
moglichst viele Eigenschaften des Integrals erhalten bleiben. In gewisser Weise
ist die Situation damit so wie am Ende von Abschnitt 3.2, wo wir durch den
Ubergang zu R auch gewissen eigentlich nicht konvergenten Folgen einen Limes
zuordnen konnten.

‘Das Integral fiir komplexwertige Funktionen‘

Essel f : [a,b] — C gegeben, was konnte fjf(l) dz bedeuten? Zur Motiva-
tion der folgenden Definition beachte man, dass man f als f = f1+i fo mit reellen
Funktionen f1, fo schreiben kann: Dazu ist nur fiir jedes = die komplexe Zahl
f(z) als fi(z)+ifo(z) mit reellen fi(z), fo(z) zu schreiben®”). Mochte man, dass
das neue, noch zu definierende Integral im Fall reeller f zum Riemann-Integral
fithrt und dass Integrieren weiterhin eine lineare Operation ist, so kommt man
zwangsldufig auf

b
a

/abf(x) = / (F1(2) +ifa(z)) de = /abfl(m) dx +i/abf2(x) dz.

Liest man diese Motivation von rechts nach links, so ergibt sich die

Definition 6.3.1. Sei f : [a,b] — C eine beschrinkte Funktion®). Sind dann
die (punktweise definierten) Funktionen Re f, Im f, der Realteil und der Ima-
ginérteil von f, Riemann-integrierbar, so nennen wir f Riemann-integrierbar

30) f1(z) bzw. fa(z) ist also der Realteil bzw. der Imagindrteil von f(z).
31)Das heit: Es gibt ein M > 0, so dass |f(x)| < M fiir alle = gilt.
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(kurz: integrierbar) und setzen

/abf(x) dr = /ab(Re (z)dx +i/ab(1mf)(x) da

Als erste Beispiele berechnen wir fo x + 3ix?) dz und f27r Ty
2
+i-a

2 2 2 22
/(m—l—i’)ixz)dx:/ asdx+i/ 322 do = —
0 0 0 2 1o

27 . 27 27
/ e“dm:/ cos:z:dx—l—i/ sinzdr =0+ 0:=0.
0 0 0

Beim zweiten Integral haben wir die in Satz 4.5.20(iii) bewiesene Formel
€' = cosx + isinz ausgenutzt.

2
=24 8i;
0

Man kann nun die in Satz 6.1.7 bewiesenen Aussagen verwenden, um zu
zeigen, dass der neue Integralbegriff im Wesentlichen die gleichen Eigenschaften
hat wie der alte fiir reelle Funktionen:

Satz 6.3.2. Fir das vorstehend eingefiihrte Integral komplexwertiger Funktio-
nen gilt:

(i) Sei f :[a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Fasst man f als Funktion
mit Werten in C auf, so ist f genau dann im Sinne von Definition 6.5.1
integrierbar, wenn f Riemann-integrierbar ist.

Im Fall der Riemann-Integrierbarkeit ist das Integral gemdajfs Definition
6.3.1 gerade das Riemann-Integral von f.

Kurz: Die neue Definition ist mit der alten vertrdglich.

(i) Sind f,g: [a,b] — C integrierbar, so ist f + g ebenfalls integrierbar. Es
gilt dann

b b b
[ @ 49 do= [ f@ydo+ [ gl
(i1) Fiir integrierbare Funktionen f und A € C ist \f integrierbar mit

/ab/\f(x)dx = )\/abf(x)dx

(iv) Alle stetigen Funktionen f : [a,b] — C sind integrierbar.

(v) Fiir integrierbare Funktionen f und a < c <b ist

/abf(x)dx_ /acf(x)dx+/cbf(m)dx
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(vi) Ist f eine integrierbare Funktion, so ist x — |f(x)| ebenfalls integrierbar.
Es gilt wieder die Integralversion der Dreiecksungleichung:

/ubf(x)dx

Bemerkung: Haben Sie die Aussage vermisst, dass aus f < g die Ungleichung
f; flx)de < f;g(ac) dx folgt? Haben Sie einen Verdacht, warum die hier nicht
zu finden ist?

< / (@) da.

Beweis: (i) Das liegt daran, dass im vorliegenden Fall der Realteil von f gleich
f und der Imaginérteil gleich Null ist.

(ii) Hier ist nur zu beachten, dass der Realteil (bzw. der Imaginérteil) von f+g¢
die Summe der Realteile (bzw. Imaginiirteile) von f und g ist: Dann folgt das
Ergebnis sofort aus Satz 6.1.7.

(iii) Es empfiehlt sich, die Aussage in drei Schritten zu beweisen. Wir schreiben
f als fi +ify mit reellen f1, fo und nehmen zunéchst an, dass A € R. Dann ist
das Ergebnis eine Konsequenz aus Satz 6.1.7, denn der Real- bzw. Imaginérteil
von A\f ist Af1 bzw. Afs.

Nun sei A =i. Es ist

if =i(fi+ife) =—fo+if1,

und folglich ist der Realteil bzw. der Imaginérteil von i f gleich — fo bzw. fi. Es

folgt
b
/ if(z)dx

_/abfg(x) da +z‘/abf1(w) dx

i(/abfl(x)deri/abfg(x)da:)

_ i/abf(;r)d:r.

Zusammen heifit das, dass reelle Zahlen und die Zahl i vor das Integral ge-
zogen werden konnen. Da das Integral auch mit Summen vertauschbar ist, sind
wir fertig: Ist A eine beliebige komplexe Zahl, so schreiben wir A als A = o+ i
mit reellen «, 3, es ist dann A\f = af +iGf. Bei der Berechnung von j;)\f(r) dx
muss dann nur noch die Additivitdt der Integration ausgenutzt werden; anschlie-
Bend zieht man «, 7 und [ vor das Integral und fasst die vorgezogenen Faktoren
wieder zu A zusammen.

(iv) Mit f sind auch Re f und Im f stetig. Das sieht man am leichtesten da-
durch ein, dass man z.B. Re f als Verkniipfung der Funktionen f (stetig nach
Voraussetzung) und z — Rez (stetig als Lipschitzabbildung) auffassen kann.
Damit folgt die Aussage aus der schon bewiesenen Tatsache, dass reellwertige
stetige Funktionen integrierbar sind (Satz 6.1.7(ii)).
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(v) Das ergibt sich sofort aus dem entsprechenden Ergebnis fiir reellwertige
Funktionen (Satz 6.1.7(iii)).

(vi) Zuniichst geht es um die Integrierbarkeit von |f|. Ist f stetig, ist das klar,
denn dann ist |f| als Komposition der stetigen Funktionen f und z +— |z| eben-
falls stetig und folglich integrierbar. (Das Argument lisst sich leicht auf stiick-
weise stetige Funktionen verallgemeinern, denn mit f ist auch |f]| stiickweise
stetig.)

Der Beweis im allgemeinen Fall ist viel schwieriger, die Arbeit steckt aber
bereits im Beweis von Satz 6.1.10: Mit f; und f2 ist wegen Satz 6.1.10(i) auch
2+ f2 integrierbar, und — da x — +/z auf [0, +-00 [ stetig ist — muss die Funktion
|fl = /f? + f2 wegen Satz 6.1.10(ii) ebenfalls integrierbar sein.

Der zweite Teil, der Beweis der behaupteten Ungleichung, kann erfreulich ele-
gant gefiihrt werden. Wir beachten zunéchst, dass fiir eine integrierbare Funk-
tion ¢ = ¢1 + ig2 (mit reellwertigen g; und go) sicher g; < |g| und folglich
fabgl(x) dr < fab|g(x)| dx gilt. Das kann man als

Re /abg(x)dx</ab|g(x)|dm

umschreiben.
Und nun die elegante Pointe: Ist ein integrierbares f vorgegeben, so wahlen

wir ein komplexes A mit [A| =1 , so dass Re (A f;f(x) dr) = fabf(x) dcc‘. (Mit

z = fabf(x) dx muss man nur \ := z/|z| setzen.) Dann folgt wirklich, indem wir
die Vorbereitung fiir g := Af anwenden:

/ ' fa) d

= )\/abf(a:)dx

— Re <>\ / " () dx>

= Re /abg(x)dx

/ lo(e)] e

b
/ NI ()] da

-/ ) de -

IN
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‘ Uneigentliche Integrale

Ist f reellwertig und auf einem Intervall definiert, das nicht von der Form
[a,b] ist, so kann das Integral in vielen Fillen durch einen Grenzprozess erklért
werden. Es empfiehlt sich, zur Definition der Ausdriicke lim,_;-, lim,_,,+ usw.
noch einmal den Anfang von Kapitel 4 zu konsultieren. (Zum Beispiel bedeutet
lim, ;- f(c) = a, dass f(c,) — « fiir alle Folgen in [a,b[ mit ¢, — b.)

Definition 6.3.3.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Es seien a,b € R mit a < b und f : [a,b][ — R eine Funktion. Ist dann
fiir jedes ¢ mit a < ¢ < b die Funktion flj, 0] Riemann-integrierbar und
existiert

lim /Cf(ac)dw ER,

c—b—
so mennen wir f uneigentlich integrierbar iiber [a,b[ und setzen

b c
/f(x) dr := lim [ f(z)du.

c—b~ Jq
Dieses Integral wird das uneigentliche Integral von f iiber [a,b[ genannt.

Ist f : Ja,+o0[ — R, so kann man analog das uneigentliche Integral
f;oof(x) dx definieren: Es wird als

+oo ¢
(x)dz = lim flz)dz € R

—
a c—+oo J,

erklirt, falls fir alle ¢ > a die Einschrinkungen von f auf[a,c] integrier-
bar sind und der Limes in der Definition existiert.

Ebenso lisst sich unter geeigneten Voraussetzungen an f ein uneigentli-
ches Integral definieren, wenn f auf einem Intervall des Typs]a,b] oder
| —o0,b] erkldrt ist.

Durch Kombination der vorhergehenden Definitionen lassen sich auch Funk-
tionen betrachten, die auf offenen Intervallen definiert sind:

Ist f :]a,b] — R, existieren fiir irgendein d € ] a,b| die uneigentlichen
Integrale

/adf(x) dz und /dbf(:r) dw,

so mennen wir f uneigentlich integrierbar iiber | a,b[ und setzen

/abf(:r)dx - /adf(x)dx—&-/dbf(x)dx.
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Aus Satz 6.1.7 und bekannten Ergebnissen fiir Grenzwerte ergibt sich nun
leicht, dass das unbestimmte Integral viele Eigenschaften mit dem schon be-
kannten Integral teilt. Z.B.: Sind f und g uneigentlich iiber | a,b] integrierbar,
so ist auch f + g uneigentlich integrierbar mit

/ab(f +9g)(x) dr = /abf(x) dr + /abg(x) dz.

Hier soll auf eine systematische Aufstellung verzichtet werden, alle Ubertra-
gungen sind leicht durchzufiihren.

Wir diskutieren nun einige
Bemerkungen und Beispiele:

1. Betrachte fiir « € R die Abbildung f : [1,4+00[ — R, z + z®. Dann gilt fiir
c>1:
loge a=-1

c

/193‘10135: ot —1 4
—  a# -1
a+1

Fiir ¢ — 400 geht log ¢ gegen 400, und ¢ geht gegen +oo fiir > 0 und gegen
0 fiir 8 < 0. Folglich ist 2® genau fiir die @ < —1 uneigentlich iiber [0, +oo [

integrierbar. Es gilt dann
—+o0
-1
/ % dx = .
1 a+1

2. Betrachte f : [0,4+00[ = R, 2 — e ". Es ist

“+o00 c
/ e dxr = lim e Tdx
0

c——+4o00 0

=~ dme
=~ Jm (-1

= 1

3. Sei wieder o € R fest gewiihlt. Betrachte f:]0,1] — R, « +— z®. Hier ist fiir
jedes 0 < ¢ < 1:
—loge a=-1

1
/ % dx = 1 — o+l

Also existiert das uneigentliche Integral genau fiir « > —1, und es gilt dann

! 1
/madac: .
0 Oz—}—l
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4. Nun betrachten wir logz auf ] 0,1]. Diese Funktion geht sehr langsam gegen
—00, wenn sich  der Null nihert: Fiir die unglaublich winzige Zahl 2 = ¢ =100
hat log z gerade den Wert —100 erreicht.

Deswegen sollte das uneigentliche Integral fol log x dx existieren. Und wirk-
lich: Ist € > 0, so ergibt sich mit der auf Seite 105 berechneten Stammfunktion,
dass

1
/ logzdx = (xlogw—x)’i
= —14e—cloge,

und dieser Ausdruck geht fiir ¢ — 0 gegen —1; die zugehorige Begriindung kann
mit den 'Hopitalschen Regeln leicht gegeben werden, wir hatten nédmlich am
Ende von Abschnitt 4.2 gezeigt, dass lim._,g ¢ -loge = 0 ist.

5. Durch Betrachtung von Real- und Imaginérteil kann man die Definition auch
auf den Fall komplexwertiger Funktionen iibertragen.

6. In Teil (iv) der Definition spielt das ,,d“ eine relativ unbedeutende Rolle:
Wenn die fraglichen Limites fiir irgendein d existieren, tun sie das auch fir alle
d. Das liegt daran, dass sich die zu untersuchenden Ausdriicke fiir verschiedene

d,d’ nur um eine Konstante (ndmlich [ ddl f(x) dx) unterscheiden.

Analysiert man das Verfahren, das in diesen Beispielen bei der Berechnung
des uneigentlichen Integrals zum Ziel gefiihrt hat, so gelangt man zu dem fol-
genden

Satz 6.3.4. Es sei f : [a,+oo[ — R eine stetige Funktion. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Das uneigentliche Integral fa+°°f(x) dx existiert.
(ii) Es gibt eine Stammfunktion F von f, fir die lim._, o F(c) existiert.
(111) Wie (ii), die Aussage soll aber fiir jede Stammfunktion gelten.

Entsprechende Aussagen gelten fiir Funktionen, die auf anderen halboffenen In-
tervallen definiert sind.

Beweis: Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt daraus, dass

/Cf(x) dz = F(c) — F(a)

gilt; damit ist die Konvergenz (fiir ¢ — +00) von F\(c) gleichwertig zu der von
F(c) — F(a).

Dass (ii) und (iii) dquivalent sind, ergibt sich aus der Tatsache, dass sich je
zwei Stammfunktionen nur bis auf eine Konstante unterscheiden. O

Leider kann man nur in sehr einfach gelagerten Féllen die Existenz des un-
eigentlichen Integrals durch explizite Rechnung garantieren. Das ist so &hnlich
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wie in der Reihenrechnung in Abschnitt 2.4, wo es ja auch nur bei sehr we-
nigen konkreten Reihen gelang, die Reihenkonvergenz direkt zu zeigen. In den
allermeisten Fillen wird man bei uneigentlichen Integralen wie damals in der
Reihenrechnung die Vollstandigkeit von R zur Garantie der Existenz heranzie-
hen miissen.

Als Vorbereitung gehen wir zunéchst noch einmal auf das Thema ,stetige
Ergénzbarkeit“ ein. Mal angenommen, ¢ : [a,+00[ — R ist eine Funktion,
von der wir zeigen wollen, dass lim, . g(z) in R existiert. Dann ist doch zu
zeigen, dass es ein o € R gibt, so dass g(z,,) — «, wann immer (x,,) eine Folge
mit z, — +oo ist. Uberraschenderweise ist das gleichwertig dazu, dass jedesmal
fiir solche (x,,) der Grenzwert lim g(x,,) existiert3?).

Fiir unsere Zwecke heifit das: Das uneigentliche Integral f(;roo f(z) dx wird ge-
nau dann existieren und in R liegen, wenn die Folge der Integrale ( f;" f(x) d;z:) .
fiir x,, — 400 eine Cauchy-Folge bildet, wenn also — bei vorgelegtem ¢ > 0 —
fiir geniigend grofle n, m die Ungleichung

/ fx)dx

[ @ [T s

gilt. Kombiniert man das mit der Dreiecksungleichung fiir Integrale (Satz 6.1.9),
so sieht man, dass sich die Bedingung von Funktionen auf , kleinere* Funktionen
vererbt. Zusammengefasst heifit das:

<e

Satz 6.3.5. Es seien f : [a,+00[ = R undg : [a,+o00[ — [0, 400 [ Funktionen,
so dass gilt:

(i) Das uneigentliche Integral f(joog(m) dx existiert in R.
(ii) f ist auf allen Intervallen [a,c] integrierbar.
(ii) Es ist |f(x)| < g(x) fir alle x.

Dann existiert auch das uneigentliche Integral fa+°°f(x) dx in R.
Fiir Funktionen, die auf anderen halboffenen Intervallen definiert sind, gelten
entsprechende Ergebnisse.

Beweis: Es sei (z,,) ein Folge mit x, — 400 und € > 0. Wir miissen aufgrund
der Voriiberlegungen nur zeigen, dass es ein ng gibt, so dass

/zjmf(as) dx

32) Darauf wurde schon in Bemerkung 3 nach Definition 4.1.1 hingewiesen. Die Idee: Sind
(zr,) und (yn) gegen +oo konvergente Folgen, so hat auch (z1,y1,z2,y2,...) diese Eigen-
schaft. Und wenn die Anwendung von ¢ in allen drei Féllen zu einer konvergenten Folge
fiihrt, so miissen die drei Grenzwerte {ibereinstimmen, da (g(:rn)) und (g(yn)) Teilfolgen von

(9(21),9(y1), 9(2), 9(y2), . . ) sind.

<e

fiir n, m > ng gilt.
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Nun ist g nach Voraussetzung uneigentlich in R integrierbar, die Folge
([ g(z) dz) bildet also eine Cauchy-Folge. Diese Tatsache verschafft uns ein

ng, so dass
/ g(z) dx

m

<e

fiir n,m > ng. Da g positiv ist, konnen die Betragsstriche weggelassen werden
(0.B.d.A sei auch z,, < z,,). Wegen

Linf(x) dx

ist alles gezeigt. 0

< [l < [ owas

m m

Ahnlich wie in der Reihenrechnung braucht man nun eine Menge Erfahrung,
um durch Wahl der richtigen Funktion g im konkreten Fall weiterzukommen:
g muss ,einfach und ,nicht zu grof“ sein (fiir ¢ muss ja die Existenz des
uneigentlichen Integrals ohne weitere Hilfsmittel gezeigt werden), andererseits
muss ¢ aber auch , grofl genug® gewiihlt werden, damit | f| noch darunter passt.

Beispiele:

1. Es ist e < e T fiir x > 1, da die Funktion x — e~ monoton fillt. Weil
0+°° e~ " dx existiert — das wurde auf Seite 119 nachgewiesen —, existiert auch
f0+oo e~ da. (Der Wert, des Integrals ist iibrigens \/7/2, s.S. 359.)

2. Fiir x €]0,1] ist

cos(100x1?) 1

v

o . b dx ! cos(1002'2)
also existiert mit — auch —— 2 dx
0 VT 0 Ve

3. Als einfache Folgerung erhélt man: g sei so wie in Satz 6.3.5, und h sei eine
beschrinkte Funktion; sind dann g und h stetig, so existiert das uneigentliche
Integral iiber die Funktion h - g.

<

(Begrindung: Die Funktion || k|| g ist positiv und als konstantes Vielfaches von
g integrabel. AuBlerdem gilt punktweise |k - g| < ||h| g, und folglich ist h - g
integrabel.)

Damit ist zum Beispiel klar, dass f0+oo e~ sin(1 + 22%) dx existiert; hier ist
h die durch 1 beschriinkte Funktion sin(1 + 22°).
4. Sei n € N. Mit partieller Integration und vollsténdiger Induktion ergibt sich

leicht, dass f0+°° e %x" dx existiert (das sollten Sie zur Ubung gleich nachrech-
nen). Nach Satz 6.3.5 existiert dann fiir ¢ > 1 auch

“+o00o
I(t) = / e gt da,
0

man muss als Vergleichsfunktion nur e™* 2™ mit n >t — 1 wihlen.
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Entsprechend kann man durch Ausnutzen der Abschéitzung
et ~1] < ot
auf ] 0, 1] zeigen, dass T'(t) sogar fiir alle ¢ > 0 existiert®).

AR

1 2 3 4 R

Bild 6.27: Graph der Gamma-Funktion

Die auf diese Weise definierte Funktion (die so genannte Gamma-Funktion)
spielt eine wichtige Rolle in der héheren Analysis. Neben der Tatsache, dass
I'(¢) fiir jedes ¢ > 0 definiert werden kann, wissen wir noch fast nichts dariiber.
Es ist aber leicht zu sehen, dass I'(1) = 1 gilt und dass man fiir jedes ¢ > 0 die
Zahl T'(t 4 1) leicht aus I'(¢) berechnen kann:

Tt+1) = lim e "atda
e—07T
c—+00 ¢

(&
rt. Int. . — c . —_ -
part.fn lim (—e Iactyg)Jr lim t/ e ot
e—0t e—0 e
c——+4o00 c—-+4o00o

= tT(t).

33) Liegt ¢ im Intervall ] 0, 1], so ist die Existenz von f;rooe’z zt~1 dz klar, denn auf [1, +oco |
ist dann e~ ®xt~! < e~®. Auf ]0,1] dagegen muss man wirklich mit der Abschitzung
e Zgt—1 < gt—1 arbeiten, um die Existenz von fole_x zt~1dz zu garantieren. Setzt man
beide Anteile von f0+°°e”” zt~1dz, also das Integral von 0 bis 1 und das von 1 bis +oo

zusammen, so hat man die Existenz von f0+°°e” 2t~ 1 do bewiesen.

Gamma-
Funktion



124 KAPITEL 6. INTEGRATION

Durch vollsténdige Induktion folgt damit, dass I'(n) = (n — 1)! fiir jedes n € N
gilt, die Gammafunktion ist damit so etwas wie die kontinuierliche Variante der
Fakultét.

Erweiterung des Definitionsbereichs

A P

Bild 6.28: Gamma-Funktion: erweiterter Definitionsbereich

Die Definition der Gamma-Funktion durch ein Integral ist nur fiir positive Werte
von ¢ sinnvoll. Man kann I'(¢) allerdings unter Ausnutzung der Funktionalgleichung
I'(t + 1) = tI'(t) auch fiur gewisse ¢ < 0 erkléren.

Genauer: Wenn es mdoglich ist, I'(t) auch manchmal fiir ¢ < 0 zu definieren und
wenn dann immer noch die Funktionalgleichung gilt, so kann man daraus Riickschliisse
auf die I'(t) ziehen. Zum Beispiel miisste dann

r0.2) =T(-08+1) = —0.8-T(—0.8)

gelten, es wiire also notwendig I'(—0.8) = —I'(0.2)/0.8. Diese Beobachtung kann man
zum Anlass nehmen, den Definitionsbereich zu erweitern, zunichst auf die ¢t € | —1,0],
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dann analog auf die ¢ € | —2,—1[ usw., am Ende ist I" auf {¢t | ¢t # 0,—1,—-2,...}
erklart. Der Graph der erweiterten Funktion sieht dann so aus wie im vorstehenden
Bild 6.28.

Es ist aufgrund der Definition mdoglich, aus den Eigenschaften von I' auf | 0, o0 |
Riickschliisse auf das Verhalten auf dem erweiterten Definitionsbereich zu ziehen. Zum
Beispiel ist klar, dass I" auf den Intervallen | —1,0[, ] =2, —1], ... abwechselnd negativ
und positiv ist und dass I iiberall auf dem Definitionsbereich differenzierbar sein wird,
wenn die Differenzierbarkeit auf |0, 400 [ nachgewiesen ist.

Der Cauchysche Hauptwert eines Integralso‘

Zum Schluss dieses Abschnitts soll noch kurz auf eine Technik eingegangen
werden, die in der Distributionentheorie und anderen Teilen der hoheren Analy-
sis eine gewisse Rolle spielt. Wer lieber gleich zum n#chsten Abschnitt {ibergehen
mochte, kann das Studium der néichsten Zeilen auf spéter verschieben, ohne dass
sich fiir diese ,,Analysis“ Nachteile ergeben werden.

Zur Motivation der gleich folgenden Definition sehen wir uns die Funktion
f(z) = 1/x auf dem Intervall ] —1, 1 [ (aus dem natiirlich der Nullpunkt entfernt
werden muss) an. Welche ,Fliche“ liegt unter f? Da wir ja schon bemerkt
haben, dass der Anteil unterhalb der x-Achse negativ gezihlt wird und die
uneigentlichen Integrale foldx/;z: bzw. fi)ldac/x den Wert 400 und —oo haben,
ist mit den bisherigen Methoden nichts zu machen, denn (400) + (—00) ist nicht
verniinftig definierbar.

Das ist im vorliegenden Fall aber sehr unbefriedigend, denn man hat doch
das Gefiihl, dass die Flidchen ober- und unterhalb der x-Achse haargenau gleich
grof} sind, und deswegen sollte der Wert Null fiir das Integral herauskommen.

Wirklich kann man 1/2 ein Integral iber [ —1, 1] zuordnen, indem man nicht,
wie es das bisherige Vorgehen nahelegen wiirde, einzeln die Integrale fol(l /x)dx
und fgl(l /x) dx ausrechnet, sondern die kritische Stelle 0 von beiden Seiten
symmetrisch annidhert. Hier ist die préizise Fassung dieser Idee:

Definition 6.3.6. Es sei[a,b] ein Intervall und xo eine Zahl in]a,b]. Ist dann
fila,b]\{zo} — R eine stetige Funktion, fir die

limy </j0€f(a:) der/xij(x) d:v)

ezistiert, so nennt man diese Zahl den Cauchyschen Hauptwert des Integrals
von f iber [a,b] und schreibt dafiir CH—f; f(z)dx.

1/z auf [—1,1] liefert unser erstes Beispiel, wirklich ist CH—ff(l/x) dz = 0.
Weitere Beispiele ergeben sich durch den

Satz 6.3.7. Es sei 0 € |a,b[ und ¢ : [a,b] — R eine stetige Funktion, die bei
Null differenzierbar ist. Dann existiert

b
CH-/ de.
e T

Cauchyscher
Hauptwert



126 KAPITEL 6. INTEGRATION

Beweis: Sei (g,,) eine gegen Null konvergente Folge positiver Zahlen. Wir miissen

zeigen, dass
—En b
" ::/ p(x) dz+/ plz) .
a x € x

konvergent ist. Wir zeigen, dass eine Cauchy-Folge vorliegt.

Dazu beginnen wir mit der Vorgabe eines € > 0. Aufgrund der Differenzier-
barkeit von ¢ bei 0 kénnen wir eine Funktion A und eine Zahl § > 0 finden, so
dass ¢(x) = ¢(0) 4+ 2¢'(0) + h(x), wobei |h(x)| < e|z| fiir [z < §3%).

Das bedeutet, dass man fiir |z| < § den Ausdruck ¢(x)/z durch
¢(0)
x

ersetzen darf, wobei |h(z)/z| < e.

Damit unterscheidet sich, falls ¢,,, e, < § gilt, g, — g, hochstens um einen
Fehler 2¢ von

/%m(@ + go’(o)) dz + /A@ + <p’(0)> dx = 2(e, — £) ' (0),

—en X

wird also wegen g, — 0 beliebig klein werden. Das ist die Cauchy-Folgen-
Bedingung, und damit ist der Beweis vollstindig gefiihrt. O

6.4 Parameterabhingige Integrale

Im vorherigen Abschnitt haben wir die Gamma-Funktion eingefithrt. Das in der
Definition auftretende Integral kann nicht in geschlossener Form ausgewertet
werden. Trotzdem ist es in diesem und in vergleichbaren Féllen wichtig, Aus-
sagen iiber die analytischen Eigenschaften der durch einen Integrationsprozess
gewonnenen Funktionen zu erhalten. Dieser Problematik ist der vorliegende Ab-
schnitt gewidmet.

Zunéchst kiimmern wir uns um Bezeichnungsweisen, hin und wieder wurde

auch schon in fritheren Kapiteln darauf hingewiesen.

Differentiation: In den allermeisten Féllen war es ausreichend zu wissen, dass
f’ die Ableitung einer Funktion f bezeichnet. Manchmal treten in f aber meh-
rere Parameter auf, und dann muss man irgendwie ausdriicken, welche Variable
denn gemeint ist, nach der abgeleitet werden soll. Man hilft sich so, dass man

d d
statt f’ gleichwertig den Ausdruck d_f (oder . f) verwendet, wenn nach x
i T

abgeleitet werden soll.

34) Auf diese Umformulierung der Differenzierbarkeit hatten wir in Bemerkung 2 nach Defi-
nition 4.1.2 hingewiesen.
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Genau genommen miisste man von einer auf einer Teilmenge A des R™
definierten Funktion f ausgehen, dann die bei Festhalten von n —1 Varia-
blen entstehende Funktion betrachten und diese dann auf ganz gewdhnli-
che Weise differenzieren. Hier kénnte der berechtigte spitzfindige Einwand
kommen, dass der Definitionsbereich dieser von einer Variablen abhéngen-
den Funktion so sein muss, dass die Betrachtung der Ableitung sinnvoll
ist. Er darf also z.B. nicht nur aus einem einzigen Punkt bestehen. (Das
konnte passieren, z.B. dann, wenn A die Menge {(z,y) € R? | y > z?}
ist und die Ableitung einer auf A definierten Funktion in z-Richtung am
Nullpunkt gebraucht wird.)

Wir wollen ab jetzt stillschweigend voraussetzen, dass solche Probleme
nicht auftreten. Eine mégliche hinreichende Bedingung wire etwa, dass A
als Teilmenge des R™ offen ist.

So wire zum Beispiel

d

%(m?’ —2a’z + b) =322 — 2a°.

Es konnte aber auch sein, dass in dieser Formel z ein fester Parameter ist und
die Abhéngigkeit von a studiert werden soll. Dann koénnte die Ableitung nach
a, also

% (m3 —2a°x + b) = —4dax

von Interesse sein.

Diese Konvention wird verwendet, wenn eigentlich nur eine Variable eine
wichtige Rolle spielt. Oft ist es aber so, dass mehrere gleichberechtigt sind, und
dann verwendet man die runden Differentiationssymbole ,0%, die sowohl in der

0 0
Form 8_f als auch — f vorkommen, aus schreibtechnischen Griinden auch als
x

ox

of /0x 35): man spricht dann von der partiellen Ableitung von f nach x. So hiitte
man die beiden vorigen Beispiele auch als

ai(ﬂci3 —2a%z +b) = 3% — 2d?, 82(363 —2a%z 4+ b) = —dax
x a

notieren konnen, als Ergénzung kénnte man noch

%(md —2a%z4+b) =1

sowie
d

Jdc

ausrechnen. (Die letzte Rechnung wird vielleicht manche verwirren, aber da ¢
nicht als Variable vorkommt, muss die Ableitung einer konstanten Funktion
berechnet werden; daher ergibt sich die Nullfunktion.) Wer differenzieren kann,

(23 — 20z +b) =0

35) Das runde & wird als ,»d“ ausgesprochen, man sagt also wieder ,,df nach dz*.

partielle
Ableitungen
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sollte mit dieser Konvention keine Schwierigkeiten haben, man muss sich die
bekannten Regeln ja nur in anderen Variablen vorstellen.

Hier einige Test-Differentiationen fiir Sie, die sollten Sie unbedingt vor dem
Weiterlesen durchfiihren (und bei Problemen die Antworten am Ende des Buches
konsultieren): Welche Funktionen ergeben sich als

0, 4 9 (sin(z + 2)
7+ 7 ()

da

9 ( Vy/z a2 oy, 4 19a> , %(a +be) ?

Integration: Auch da spielt es eine Rolle, welcher Parameter als Integrations-
variable aufgefasst werden soll, das war in den vorigen Abschnitten schon einige
Male von Bedeutung. Sie sollten ohne Schwierigkeiten die folgenden Rechnungen
nachvollziehen und die nachstehenden Integrale auswerten konnen:

3 3
/(v274h3)dh:(v2hfh4) = 20v% - 80.
1 h=1
2 147 8
Tde = ¥ =<,
/08 1 38 . 3

Welchen Wert haben die folgenden Integrale?

e —+o00
/ (3 + sin(5v)) dv, / e %da?
0 0

Parameterabhiingige Integrale der Form f; fla,t)dt

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum eigentlichen Thema dieses Ab-
schnitts. Wir werden uns auf die Behandlung stetiger Funktionen beschrinken,
denn praktisch nur die kommen in den Anwendungen vor®®). Wir verfahren da-
bei in zwei Schritten: Zundchst entwickeln wir die Theorie fiir den Fall, dass
iiber beschrinkte abgeschlossene Intervalle integriert wird, und dann studie-
ren wir die Modifikationen, die beim Ubergang zu uneigentlichen Integralen
erforderlich sind; dabei werden wir dann noch einmal auf die Gamma-Funktion
zuriickkommen.

I und [a,b] seien Intervalle (I muss nicht notwendig beschrinkt oder ab-

schlossen sein) und f : I x [a,b] — R eine stetige Funktion®”). Die Elemente
aus I werden wir mit z, zg, ... bezeichnen, die aus [a,b] mit ¢, ¢, ...

36)Die meisten Ergebnisse kénnen dann auch leicht auf stiickweise stetige Funktionen iiber-
tragen werden.

37) ,Stetig® und andere metrische Begriffe beziehen sich ab jetzt auf die Maximumsnorm des
R?, es ist also d((z,t), (2, 1)) = ||(z,t) — (a/,¢)|| = max{|z — /|, |t — ¢/|}.
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Dann ldsst sich eine neue Funktion g : I — R durch

b
wm:/fmww

definieren.

Im Fall f(z,t) =t+ 2, a=0und b=1 etwa ist

1
g(m):/o(t—i—ac)dt:x—&—%,

die Funktion g kann also explizit ausgerechnet werden. Dagegen fithrt die Vor-
2,3
gabe f(z,t) =e" ", a=0und b =1 auf

1 e
g(x) :/ ot dt,
0

ein Integral, das nicht weiter vereinfacht werden kann.

Da wir uns auf stetige f beschrénken, ist insbesondere t — f(z,t) fiir jedes
x stetig®®) | und deswegen ist die Existenz des Integrals sichergestellt.

Durch den folgenden Satz werden die analytischen Eigenschaften von Funk-
tionen g beschrieben, die so definiert sind:

Satz 6.4.1. Seien I,[a,b] C R Intervalle und f : I x [a,b] — R eine stetige
Abbildung. Wird dann g : I — R durch

b
am=/fmnﬁ

definiert, so gilt:
(i) g ist stetig auf I.

(ii) f sei stetig und tberall bzgl. der Variablen x differenzierbar. Weiter wird
angenommen, dass die Funktion Of/0x ebenfalls stetig ist.
Dann ist g auf I differenzierbar, und fir x € I gilt:
b
of
() = | ==(z,t)dt.
/@ = [ S

Kurz: Die Ableitung nach x darf unter das Integral gezogen werden.

Beweis: In beiden Beweisteilen wird die Kompaktheit von [a,b] eine wichtige
Rolle spielen.

38) Als Komposition der stetigen Funktionen t +— (z,t) und f.

Differentiation
unter dem
Integral
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(i) Es seien zg € I und € > 0 vorgegeben. Wir miissen ein ¢ > 0 finden, so dass
lg(x) — g(zo)| < € fiir alle € I mit |z — x| < J gilt. Nach Definition heifit das,
dass
b b b
[ r@na = [ saotyd= [ (1.0~ fan0)

»klein“ sein muss, und das soll dadurch bewiesen werden, dass wir nachweisen,
dass die zu integrierende Funktion ,klein“ ist. Da f stetig ist, ist natiirlich fiir
jedes t die Zahl f(x,t) nahe bei f(zo,t), wenn nur z nahe genug bei ¢ ist.
Es konnte jedoch sein, dass man fiir unterschiedliche ¢ mit immer kleineren
Abstédnden arbeiten muss, und deswegen muss man die gleichmdifige Stetigkeit
von f ausnutzen.

Um die garantieren zu kénnen, wihlen wir eine kompakte Teilmenge K von
I, die — fiir ein geeignetes o9 > 0 — alle z € I mit |x — x0| < do enthilt3?): ist
zum Beispiel zg ein linker Randpunkt (bzw. ein innerer Punkt) von 7, kann man
K als [xg,z0 + o] (bzw. [0 — do, @0 + 0o ]) definieren.

Die Menge K x [a,b] ist dann als beschriinkte abgeschlossene Teilmenge von
R? eine kompakte Teilmenge des Definitionsbereiches, und deswegen ist f nach
Satz 3.3.13 darauf gleichméBig stetig. Das bedeutet: Zu jedem n > 0 gibt es
ein § > 0, so dass J-nahe Urbildpunkte stets n-nahe Bilder haben. Insbesondere
finden wir ein 6 > 0 (von dem wir annehmen wollen, dass < dg ist), fiir das

(2, t) = f(xo, 1) <

b—a’
falls z € I mit |z — 2| < und ¢ € [a,b].
Fiir diese « gilt damit nach Satz 6.1.9:

b
l9(0) — 9(x)] = / (F(wo, 1) — f(a 1)) dt

IN

b
/ (o, t) — £, t)]dt

€
b—a
= e.

IN

(b—a)

Das beweist die Stetigkeit von g bei xg.

(ii) Sei zp € I und (zy,)nen eine gegen xy konvergente Folge in I mit x,, # xg
fiir alle n. Wir haben zu zeigen, dass

9(zn) —g(xe) _ [*0f
T ou—w */a 7 "0 D)
P f@n,t) — f(zo,t) _ Of

39 Kurz: K ist eine kompakte Umgebung von o in I.
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mit n — oo gegen Null geht.

Wir withlen ein kompaktes K C I wie im Beweisteil (i) und nutzen diesmal —
bei vorgegebenem e > 0 — die gleichméiflige Stetigkeit von 0f/0x auf K X [a,b]
aus: Es gibt ein § > 0, so dass insbesondere

of of £
YV lz—wl <6 = 5 (@t) = = (20, 1) < 57—
zeK
tela,b]

gilt.

Wegen z,, — x¢ ist z,, € K sowie |z, — xo| < J fiir alle hinreichend grofien
n € N. Wéhle fiir diese n und ¢ € [a,b] nach dem Mittelwertsatz (angewandt
auf f(-,t)) ein &, zwischen zg und z,, mit

f(xmt)_f(-TOvt) f

Ty — o

(gn ts )

Da |zg — zp| < ¢ ist, muss auch |zg — &, | < ¢ fiir jedes ¢ gelten, und da

deswegen der Abstand von a—f(ﬁmt,t) Al —f(mo,t) hochstens gleich /(b — a)
x

ox
ist, folgt
b . _ .
a Tn — To ox
0 0
/a (56t~ G0 at
°19 0
< f(am 0~ P e, at
<
- b — a
Damit ist alles gezeigt. (]

Bemerkungen und Beispiele:

1. Durch mehrmalige Anwendung von (ii) ergibt sich, wie die hoheren Ableitun-
gen von g zu berechnen sind (wobei natiirlich vorauszusetzen ist, dass geniigend
viele partielle Ableitungen von f( - ,t) existieren und dass diese Ableitungen
stetig sind).

2. Ist g(x) f2 et dt, so folgt ¢'( f2 te!” dt, denn die partielle Ablei-
tung von e? nach x 1st te'®. Die hoheren Ableltungen sind hier auch leicht zu
bestimmen, so ist g” f2 t2et* dt, allgemein g(¥) (z f thet dt.

(In diesem einfachen Fall hatte man g auch explizit als ( o _ ) /x berechnen kénnen.

Die Ableitung ist damit gleich (e**(3z — 1) — ** (22 — 1))/x27 und das ist die gleiche
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Funktion, die man auch bei Auswertung des vorstehenden Integrals fiir ¢’(z) durch
partielle Integration erhélt.)

3. Ist ®(s) = fol sin(s? + t3) dt, so ist??) ®'(s) = fol 25 cos(s? + t3) dt.

Man beachte: Auch wenn dieses Integral nicht geschlossen ausgewertet
werden kann, lassen sich trotzdem wichtige Informationen iiber ¢ able-
sen. Es ist zum Beispiel jetzt klar, dass die Ableitung von ® bei Null
verschwindet und dass die Ableitung im Bereich 0 < s < y/7/2 — 1 posi-
tiv ist, denn fiir diese s ist t — 2scos(s? + t*) eine positive Funktion auf
[0,1].

Als interessante Folgerung aus Satz 6.4.1 zeigen wir noch, dass bei Mehr-
fachintegralen die Integrationsreihenfolge keine Rolle spielt; auf Seite 82 hatten
wir schon darauf hingewiesen, dass das zu erwarten ist:

Korollar 6.4.2. Ist f: [a,b] x [¢,d] — R eine stetige Funktion, so gilt

/a b / o) dyde = / ' / ' f(a,g) dedy.

Beweis: Im Beweis spielt wieder die Tatsache eine wichtige Rolle, dass sich
zwei (auf dem gleichen Intervall definierte) differenzierbare Funktionen h; und
ho nur um eine Konstante unterscheiden kénnen, wenn ihre Ableitungen iiber-
einstimmen*!) . Wir brauchen dieses Ergebnis hier in der folgenden Form:

Gilt b} = hf und stimmen h; und hs an einer Stelle iiberein, so muss
h1 = h2 sein.

In unserem Fall betrachten wir die Funktionen hy, hs : [a,b] — R, die durch

me= [ f ) dyde, ho(z) = / ' [ty

definiert sind*?). Es ist klar, dass hy(a) = ha(a) gilt, beide Zahlen sind offen-
sichtlich Null. Die Behauptung lduft auf hy(b) = ho(b) hinaus, und wir zeigen
das, indem wir A} = hf, beweisen.

Zur Berechnung von hj ist an Satz 6.2.1 zu erinnern: Die Ableitung bei z ist
der Wert der ,inneren“ Funktion an der Stelle z = z, also gleich fcd f(z,y)dy.
Der gleiche Wert kommt fiir 25 (z) heraus, wenn wir diesmal unter dem Integral
nach z ableiten — also Satz 6.4.1 anwenden — und dabei nochmals Satz 6.2.1
ausnutzen. O

Manchmal wird eine Variante der vorstehenden Definitionen und Ergebnisse
bendstigt. Wieder ist I vorgelegt, und fiir die € I soll eine Funktion ¢g durch

40) Beachte: Hier ist partiell nach s zu differenzieren.

41 Das folgt aus Korollar 4.2.3(i), angewandt auf hy — ha.

42) Ausnahmsweise ist hier z keine komplexe, sondern eine reelle Variable. Uns gehen die
Buchstaben aus ...
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Integration erklirt werden. Anders als bisher darf das Integrationsintervall aber
von z abhéngen.

Etwas genauer: Gegeben sind stetige Funktionen ¢, : I — R mit ¢ < 1,
und f ist eine auf A7, = {(z,t) |z € I, p(zx) <t < YP(x)} erklérte stetige
Funktion. Dann definiert man

()
o(@) :—/( Sty
o(x

fiir x € I; die weiter oben betrachtete Funktion g entspricht offensichtlich dem
Spezialfall, in dem ¢ bzw. ¢ konstant gleich a bzw. b sind.

Der folgende Satz verallgemeinert Satz 6.4.1(i):

Satz 6.4.3. Es seien ¢, 1, f und g wie vorstehend. Sind dann ¢ und ) stetig,
so st g stetig.

Beweis: Sei x¢ € I, wir zeigen die Stetigkeit von g bei xg. Zu vergleichen sind

dabei die Zahlen fw(z) f(x,t)dt und fw((;())) f(x0,t)dt fiir z ,in der Nithe“ von

xo. Eine direkte Ubertragung des Beweises von Satz 6.4.1 wiirde auf die Integrale

W fat)dt und [ f(wo, ) dt fiihren, doch sind diese Zahlen moglicher-

weise nicht definiert: (zg, ¢(z)) etwa braucht nicht zu Az, zu gehéren. Des-
wegen miissen wir etwas sorgfiltiger argumentieren, wir betrachten zwei Fille.

Fall 1: Es ist ¢(x0) = 1(x0).

In diesem Fall ist g(zp) = 0. Wir geben & > 0 vor und zeigen, dass sich ein
d > 0 mit der folgenden Eigenschaft angeben lisst: Ist x € I und |z — zo| < 0,
so ist [g(x)| <e.

Zunéchst wihlen wir wie im Beweis von Satz 6.4.1(i) eine kompakte Umge-
bung K von xg. Die Menge

Ak = {(a1) |2 € K, o) <t < ()

ist dann eine kompakte Teilmenge des R?, denn sie ist beschriinkt (da ¢ und
1 als stetige Funktionen auf der kompakten Menge K beschrinkt sind) und
abgeschlossen (das folgt aus der Stetigkeit von ¢ und ). Folglich ist f auf Ag
beschrinkt, es gibt also ein R, so dass |f(z,t)] < R fiir alle (z,t) € Ak gilt.
Das gesuchte § wéhlen wir so, dass z € K und ¢(z) — p(z) < ¢/R fir die
x € I mit |[x — xo| < 0 gilt. Das geht, da K eine Umgebung von x ist, ¢ und 1
stetig sind und wir p(z¢) = ¥(z¢) vorausgesetzt haben.
Fiir die z € I mit |x — x| < ¢ koénnen wir g(z) so abschétzen:

P ()
/ Fot)dt
o(z)

lg(z)] =
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P(x)

< flz, )| dt
Lm|<wn
P (x)

< Rdt
/so(w)

= R(¢(z) — o(x))

< e

Fall 2: Es ist ¢(x0) < 1(x0).

Wir geben ein 2o und ein & > 0 vor; es soll dann |g(z) — g(zo)| < e gelten,
wenn nur € I ,nahe genug* bei z( ist. Wir fixieren nun ein 7, das wir spater so
wihlen werden, dass die gewiinschte Ungleichung herauskommt. (Zurzeit wollen
wir nur annehmen, dass 21 < ¢ (xg) — p(z0) ist.) Wir bestimmen ein 6 > 0, so
dass gilt:

e Fiir x € I mit |[x — xo| < dist z € K; dabei ist K wieder eine fest gewiihlte
kompakte Umgebung von .

e Fiir derartige x ist auch |p(z) — p(z0)| < n und |[P(z) — P(x0)| < n; das
ist wegen der Stetigkeit von ¢ und ¥ moglich.

Auf diese Weise sind wir sicher, dass die kompakte Menge
Ap:={(z,t) [z € K, |z —x0| <0, p(x0) +n <1t < t(x0) —n}

eine Teilmenge von Ay 4 ist; folglich ist f dort gleichmiBig stetig. Deswe-
gen diirfen wir — evtl. nach Ubergang zu einem kleineren § — annehmen, dass
|f(x,t) — f(zo,t)| < n gilt, wenn nur |z — xg| < J ist.

Wir wihlen noch eine obere Schranke R von |f| auf Ag (diese Menge ist
wie im ersten Schritt definiert) und kommen zur eigentlichen Abschitzung. Dazu
betrachten wir ein x € I mit |z — x| < 9, es folgt:

P () P(xo)
o(e) — g(w0) = /Uf@ﬁﬁ/()ﬂmﬁﬁ
plr w(xo

P(x0)—n p(xo)+n
/ Uu@—fmm»m+/ fletydt +
%)

(wo)+n w(x)
() (zo)+n Y(zo)
+/ f(x,t)dt—/ f(xo,t)dt—/ F(wo,t) dt.
P(wo)—n (o) P(zo)—n

Dabei ist das erste Integral durch 77(1/)(3:0) — gp(mo)) abschétzbar, hier wird die
gleichmiBige Stetigkeit von f wichtig. Die anderen vier Integrale sind durch
,Intervall-Lénge mal Maximalwert von f“, also durch R7 beschrankt, wir er-
halten also die Abschitzung

lg(x) = g(x0)| < n(¥(x0) — ¢(x0)) + 4nR.
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Nun wissen wir auch, wie wir 7 wihlen sollten: Es muss n < €/2(v(z0) — ¢(z0))
sowie n < &/8R sein. Wenn wir dann mit so einem 7 das obige § bestimmen,
kommen wir wirklich zur Abschitzung |g(x) — g(zo)| < e.

Damit ist die Stetigkeit von g bei 2y bewiesen. O

Nun soll die Differenzierbarkeit von g behandelt werden, es geht also um
eine Verallgemeinerung von Satz 6.4.1(ii). Da gibt es nun allerdings — anders
als im obigen Spezialfall — das Problem, dass die Aussage ,,f ist partiell nach
x differenzierbar nicht immer sinnvoll formuliert werden kann, da der Definiti-
onsbereich von x — f(z,t) fiir gewisse ¢t moglicherweise nur aus einem einzigen
Punkt besteht*3).

Um dieses Problem zu vermeiden, setzen wir voraus:

Es ist eine im R? offene Menge
O D Arpw :={(@t) [z el p(z) <t <Y(x)}

vorgegeben, f: Oy — R ist eine stetige Funktion, und = — f(z,t)

ist fiir diejenigen ¢ differenzierbar, fiir die {x | (z,t) € Oy} nicht leer
ist4).

Damit ist 0f/0x eine auf Oy definierte Funktion; wir setzen noch
voraus, dass sie stetig ist.

Unter diesen Voraussetzungen gilt:

Satz 6.4.4. Sind ¢ und differenzierbar, so ist die durch g(x) := f;ﬁ(%)f(x, t)dt
auf I definierte Funktion differenzierbar. Es gilt

Differentiation
() of unter dem
J(2) = / OF (2. 8) dt + 9/ (2) f (2, 9()) — (@) f (0, () Integral (2)
(@) O

fiir jedes x € 1.

Beweis: Der Beweis soll hier nicht gefithrt werden. Die Technik ist ganz dhnlich
wie die im Beweis von Satz 6.4.1, so ergibt sich das Integral iiber die partielle
Ableitung von f. Zusitzlich entstehend noch die beiden letzten Summanden wie
im Beweis von Satz 6.2.1(ii).

(Wer die Einzelheiten nicht selbst nachrechnen méchte, sollte sich bis Kapitel 8
gedulden. Dort werden wir das vorstehende Ergebnis auf Seite 290 sehr ele-
gant als Korollar zur Kettenregel fiir Funktionen in mehreren Veréinderlichen
erhalten.) O

43)Das passiert etwa fiir I =[—1,1], ¢(z) =0, ¢(z) =1 — |z| bei t = 1.
44) Das klingt sehr technisch. In den meisten Féllen wird man aber Op = R? wihlen kénnen,
und dann ist {z | (z,t) € Oy} =R fiir alle ¢.
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Bemerkungen und Beispiele:

1. Wenn ¢ und ¢ konstant sind, erhalten wir noch einmal Satz 6.4.1(ii). Aber
auch die Aussage (faw f@) dt))/ = f(x) aus Satz 6.2.1 ist als Spezialfall enthalten.
Da héngt der Integrand nicht von x ab, und deswegen ist der erste Summand
in der Formel fiir ¢’ gleich Null.

2. Hier einige einfache Rechenbeispiele:

d [~ @ 1 3
e sin(zt?)dt = / t? cos(xt?) dt + 3x?sin(z") — 3 sin <Z) .
L Jz)2 z/2
4 1000 1000
— yiaxlde = / 3y?z" dx — 2y - (yg(y2 + 4a)7).
dy y2+4a y2+4a

Berechnen Sie die folgenden Ableitungen zur Ubung selber: Was ergibt sich als
Ableitung von

22
Ccos T (s}
/ ¢ t* dt und von / V1+t2a2de ?

—1—x —e®

3. Als etwas aufwindigere Anwendung des Satzes soll noch auf gebrochene
Ableitungen® eingegangen werden.

Wir betrachten eine stetige Funktion f : R — R, und wir sind zunéchst
an ,hoheren Stammfunktionen* interessiert. Genauer: Ist n € N, so suchen wir
eine Funktion ¢,, mit ¢£L") = f; so ein ¢,, konnte man eine n-te Stammfunktion
von [ nennen.

Ein derartiges ¢, kann immer gefunden werden, man muss nur die Formel
aus Satz 6.2.1 iterieren®®). Es geht aber auch eleganter, die n-te Ableitung der
durch

eule)i= [0 p0

definierten Funktion ist nimlich gleich f: Kénnen Sie das unter Verwendung
von Satz 6.4.4 begriinden? Wir schreiben f(~™) := ¢,,, durch diese Schreibweise
soll hervorgehoben werden, dass das Auffinden von Stammfunktionen so etwas
wie eine inverse Operation zum Differenzieren ist.

Das n taucht unter dem Integral als Exponent einer positiven Zahl und im
Ausdruck (n—1)! auf. Diese Operationen sind aber auch sinnvoll, wenn man
beliebige positive Zahlen einsetzt: Fiir die Potenz ist das klar, und die Fakultat
kann durch die Gammafunktion interpoliert werden (s. S. 124). Daher ist es nahe
liegend, fiir jedes a > 0 eine a-te Stammfunktion von f durch

e = [ ’ %f@) i

45)Das soll bedeuten: @) definiert man als @ +— [ f(t) dt, 2 durch z — [ ¢1(t) dt usw.
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zu definieren, dabei ist das Integral fiir a € ]0,1] als uneigentliches Integral
auszuwerten; weil a—1 > —1 ist, ist die Existenz sichergestellt.

Das ermoglicht uns, nun auch beliebige Ableitungen einzufithren, zum Bei-
spiel die m-te Ableitung der Sinusfunktion. Sei dazu ein b > 0 vorgegeben, wir
wollen die b-fache Ableitung von f ausrechnen; f soll dabei geniigend oft diffe-
renzierbar sein, und fiir b= n € N soll f() herauskommen.

Das geht so. Wir wihlen ein m € N mit m > b und definieren dann f® als
die m-te Ableitung von f®=™) also

f(b) — (f(bfm))(m).

(Diese Definition ist von der Wahl von m unabhingig, f®) ist also wirklich
wohldefiniert.)

Ergiinzt man die Definition noch um f(© := f, so ist f(@ fiir alle a € R
definiert.

Im Allgemeinen sind die auftretenden Integrale zu kompliziert, um sie
geschlossen auszuwerten. Manchmal geht es aber, zum Beispiel fiir die
Funktion, die durch f(x) := 1 fiir alle z definiert ist. Dann ist fiir a > 0:

oy - [TE=p!
1w = [ e
1

“ar@ @0 iz
L e
Tla+1)" "~

(Das ist, wenn a die positiven Zahlen durchlduft, eine Kurvenschar, die
fir a = n € N auch die n-fachen Stammfunktionen " /n! enthélt.)

Fiir dieses f konnen auch leicht gebrochene Ableitungen ausgerechnet
werden. Zum Beispiel ist f(!/? die Ableitung von f(=/? also gleich

1'1/2 / B $71/2
r3/2))  2-1T(3/2)

Es ist fiir dieses Beispiel iibrigens nicht richtig, dass (f(l))<_1/2) = /2
gilt, denn da f’ die Nullfunktion ist, muss auch (f<1>)(71/2) = 0 sein. Da-
raus folgt insbesondere, dass die Formel (f(“))(b) = f(*+® nicht allgemein
richtig sein kann.*®

Und wozu? Wirklich lassen sich zu diesem Zeitpunkt beim besten Willen
mit dem neuen Konzept keine neuen Ergebnisse beweisen oder interessante Zu-

sammenhénge aufzeigen. Das passiert hin und wieder in sehr spezialisierten
Teilbereichen, hier war dieser Exkurs nur als Beispiel dafiir gedacht, wie man

46) Sje stimmt aber dann, wenn a und b negativ sind. Zum Beweis muss man mehr iiber Mehr-
fachintegrale wissen, als hier behandelt wurde, auch wird eine Formel fiir I'(a)I'(8) benétigt.
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Definitionen, die fiir natiirliche Zahlen sinnvoll sind, auf gréflere Zahlenbereiche
erweitern kann.

Parameterabhingige Integrale: Uneigentliche Integrale

Eine Analyse der vorstehenden Beweise zeigt, dass die Kompaktheit des In-
tegrationsbereiches [a, b] eine wichtige Rolle spielte, um aus der Stetigkeit die
gleichméiBige Stetigkeit folgern zu kénnen. Folglich ist die Ubertragung der vor-
stehenden Ergebnisse auf den Fall uneigentlicher Integrale nicht zu erwarten.
Erst durch zusétzliche Bedingungen wird eine dhnliche Argumentation moglich;
diese Bedingungen garantieren, dass man die wesentlichen Teile der Berechnun-
gen schon durch Integration iiber kompakte Teilbereiche durchfithren kann.

Wir formulieren die Aussage nur fiir uneigentliche Integrale vom Typ 6.3.3(i),
die anderen Félle sind analog zu behandeln.

Satz 6.4.5. Es seien a,b € R mit a < b und I C R ein Intervall. Weiter
sei f: 1 X [a,b] — R eine stetige Abbildung, so dass fir jedes x € I das

uneigentliche Integral f:f(x,t) dt existiert. Definieren wir dann g : I — R
durch

b
ow) = [ 100,
so gilt:

(i) Gibt es zu jedem xo € I eine Umgebung U und eine uneigentlich tiber
[a,b] integrierbare Funktion h : [a,b] — R mit

Y If( ) <h),

zeU
tela,b|

so ist g stetig.

(ii) Die Funktion —f mdge existieren und stetig sein, ferner gebe es fir je-
x

des g € I eine Umgebung U und uneigentlich iiber [a,b]| integrierbare

Diffe tiati
HHerentation Funktionen hy,hy : [a,b] — R, so dass

unter dem
Integral (3)
\v/ [f(x,t)] < hyi(t) und

zeU
tela,b|

’%(:&t)‘ < ha(t)

gilt. Dann ist g differenzierbar mit

b
g (z) = %(m, t) dt.

Beweis: Wir beweisen hier nur (i), der Beweis von (ii) ist durch analoge Abschit-
zungen auf Satz 6.4.1(ii) zuriickzufiihren.
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Sei also xg € I und € > 0, wir wahlen U und h nach Voraussetzung. Fiir
jedes ¢ € [a,b[ ist dann die Funktion ¢. : U — R, definiert durch

ge(x) = /cf(x,t) dt,

nach Satz 6.4.1(i) stetig bei zo.

Als Né#chstes bestimmen wir ein ¢ € [a,b[ mit fcb h(t)dt < e, da ff h(t)dt
endlich ist, gibt es so ein ¢. Dann w#hlen wir zu diesem c ein 6 > 0, so dass aus
z €1, |x— x| <6 stets z € U und |ge(x) — ge(z0)| < € folgt. Fiir solche x ist
dann

b
@) = gao)l = | [ (Fart) = FGoo,t)) di
c b
— | [ (@0 - saot)at+ [ (fGot) - fan,t) a
b
< lgele) — guleo)| +2 [ h) s
< 3e. )
Das beweist die Stetigkeit von g. O
Beispiel:

Wir wollen dieses Ergebnis auf die Gammafunktion anwenden.

Es sei xp > 1. Dann gibt es eine Umgebung U von xp und ein n € N, so dass
die Funktion e=*t*~! fiir alle x € U und alle t > 0 durch e~*t" abgeschitzt
werden kann. Diese Funktion ist uneigentlich integrierbar, und deswegen ist die
Gammafunktion stetig bei xg.

Genauer: Ist 29 > 1, withle n > 1 und n € N so, dass o € U :=|n,n+ 1]
gilt. Fiir 2 € U ist dann # — 1 > 0 und = — 1 < n, folglich ist t*~1 < ¢"
fir ¢t > 0.

Durch eine analoge Abschitzung fiir 0 < xp < 1 folgt, dass I' auch bei diesen
0 stetig ist.

Entsprechend ergibt sich (durch mehrfache Anwendung) aus Teil (ii), dass
T" beliebig oft differenzierbar ist, fiir die n-te Ableitung erhilt man die Formel

+oo
r™(g) = / log"te ¢t~ 1 dt.
0
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6.5 LP-Normen®

Wie ,,grofi ist eine Funktion? Das ist eine wichtige Frage, wenn man eine Funk-
tion durch eine andere approximieren mochte: Die Anndherung wird dann als
gut zu bezeichnen sein, wenn der Unterschied ,nicht grof§* ist.

Bisher kennen wir eigentlich nur eine einzige Moglichkeit, dieses Problem
zu behandeln, ndmlich die Betrachtung der in Definition 5.3.1 eingefiithrten Su-
premumsnorm: Die ,,Grofie” einer Funktion ist das Supremum der Betrige der
Funktionswerte. Die Integralrechnung stellt viele weitere Moglichkeiten bereit,
,GroBe und damit ,,Abstand“ zu quantifizieren, je nach Situation wird man
sich das richtige Konzept heraussuchen miissen.

Dass der Abstand in der Supremumsnorm nicht immer die angemessene Wahl
zur Messung der Entfernung zweier Funktionen ist, soll an dem folgenden Bei-
spiel motiviert werden:

‘Wann sind zwei Sommer etwa gleich gut?

Begeben Sie sich in Thren Lieblings-Ferienort F und bezeichnen Sie
mit [ das Zeitintervall vom 1. Mai bis zum 31. August eines be-
stimmten Jahres. f: I — R soll diejenige Funktion sein, die einem
Zeitpunkt ¢ die Temperatur in F zur Zeit ¢ zuordnet. Das machen
wir fiir zwei verschiedene Jahre, die zugehorigen Funktionen sollen
mit f; und fy bezeichnet werden. Wann wird man sagen, dass das
Wetter in beiden Jahren ,in etwa gleich® war?

Dazu iiberlegen wir uns zunéchst, was an der Temperaturfunktion
f aus der Sicht von Eisverkdufern, Urlaubern und Pensionswirten
eigentlich interessant ist. Sicher ist es nicht das Supremum von f,
also die Maximaltemperatur. Ein besserer Wert zur Beurteilung ist

/, F(t)d,

denn ein grofler Integralwert garantiert, dass die Temperatur im Mit-
tel recht angenehm gewesen sein muss.

Folglich sollte man ein Abstandskonzept in diesem Fall so wihlen,
dass kleine Werte dazu fithren, dass die Integrale in etwa gleich sind.
Und dafiir bietet sich die Zahl

/I () — falt)] dt

an. Es handelt sich um die in der folgenden Abbildung grau einge-
zeichnete Flache, und wenn die klein ist, sollten auch die Flachen
unter fi und fo, also die Zahlen [, fi(t) dt und [, f2(t) dt nahe bei-
einander liegen (ein Beweis folgt gleich in Bemerkung 6).
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AR

Bild 6.29: Abstand in der L'-Norm

Ganz dhnliche Situationen treten auf, wenn man Gesamteinschétzungen ande-
rer zeitlich oder rdumlich verdnderlicher Grofien abgeben soll: Stromverbrauch,
Bewertung der Auslastung einer Wasserleitung usw.

Wir definieren nun ,,Gréfle so, dass der eben betrachtete Abstand zweier
Funktionen die Grofle der Differenz ist: Ist die ,,GroBle* der Differenz klein, so
haben die Funktionen ungefihr die gleiche Flache.

Definition 6.5.1. Es sei f : [a,b] — R eine integrierbare Funktion*”. Wir
definieren dann die L'-Norm von f als

b
1 £1ly :=/ |f(2)] de.

Bemerkungen und Beispiele:

1. Obwohl es ,, L'-Norm*“ heifit, handelt es sich streng genommen nicht um eine
Norm. Warum man trotzdem beinahe wie mit einer Norm rechnen kann, wird
in wenigen Zeilen klar werden (Vgl. Satz 6.5.2).

2. Die ,,1“ in der L'-Norm soll daran erinnern, dass die jeweilige Funktion zur
ersten Potenz integriert wird. Spéter werden wir noch LP-Normen fiir beliebige
p > 1 betrachten.

3. Die L'-Norm fiir Funktionen ist eine Variante der Norm || - ||, fiir Elemente
des R"™, die wir in Band 1 nach Definition 3.1.2 kennen gelernt haben. Implizit
wurde in Kapitel 2 auch schon mit der durch ||(z,)||, := Y, |zx| auf dem
definierten Norm gerechnet (vgl. Abschnitt 2.4).

4. Hier ein einfaches Beispiel: Es sei f : [—1,+1] — R durch f(z) := 2™ defi-
niert, wobei n irgendeine natiirliche Zahl ist. Dann hat fil f(z) dx in Abhiéingig-

keit davon, ob n gerade oder ungerade ist, den Wert 2/(n + 1) oder 0, die L*-
Norm von f ist aber 2/(n + 1) fiir alle n.

47),,Integrierbar“ heifit wie bisher ,,Riemann-integrierbar®; f ist also beschrankt und Ober-

und Unterintegral sind identisch.

171
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5. Wir haben die L'-Norm nur fiir integrierbare reellwertige Funktionen erklirt,
um nicht von den wesentlichen Ideen abzulenken. Alles ldsst sich aber unter
milden Vorsichtsmafinahmen auf den Fall von Funktionen iibertragen, die zwar
nicht integrierbar sind, fiir die aber das uneigentliche Integral von |f| existiert.
Die L'-Norm fiir komplexwertige Funktionen lisst sich ebenfalls problemlos
definieren.

6. Der gewiinschte Zusammenhang zwischen dem Abstand der Integrale und dem
Abstand in der L!-Norm ergibt sich als leichte Folgerung aus der Ungleichung
in Satz 6.1.9:

/C;bfl(x) dx — /abfg(m) dzx

b
/ (Fi(z) — fola)) da

,
< |fi(z) — f2(2)| dw

a

Ilfr = fall;-

A

Der Name ,, L'- Norm* ist leider ein bisschen irrefiihrend, es ist nur beinahe eine
Norm:

Satz 6.5.2. Fir die L'-Norm gilt:
(i) Es st || f||, > 0 fiir jedes integrierbare f.
(it) Es gilt ||\f]l; = [M||fl; fir X € R und integrierbare f.

(iii) Fir integrierbare f, g ist | f +gly < [ flly + llgll;-

Beweis: (i) folgt aus Satz 6.1.7(iv), denn |f] ist eine nichtnegative Funktion.
(ii) ergibt sich aus der Identitit |[Af(z)| = |A||f(x)| in Verbindung mit Satz
6.1.7(i), und zum Beweis von (iii) ist nur die Monotonie des Integrals mit der
Ungleichung |(f + ¢)(z)] < |f(x)| + |g(x)| zu kombinieren. O

Wer sich noch an die definierenden Eigenschaften einer Norm?*®) erinnert,
vermisst hier die Aussage, dass aus || f[|; = 0 gefolgert werden kann, dass f die
Nullfunktion ist. Das stimmt aber leider nicht! Ist zum Beispiel f diejenige Trep-
penfunktion auf [0, 1], die bei 1/2 den Wert 1 und sonst iiberall den Wert Null
hat, so ist f nicht die Nullfunktion, obwohl || f||; = 0 gilt. Das ist schade, denn
damit stehen die in Kapitel 3 erarbeiteten Ergebnisse iiber metrische Réume
nicht unmittelbar zur Verfiigung. Wir konnen also zum Beispiel die in der vor-
stehenden Bemerkung 6 hergeleitete Ungleichung nicht als Lipschitzbedingung
fiir die Abbildung f +— f(f f(z)dx (vom Raum der integrierbaren Funktionen
nach R) interpretieren, da wir Lipschitzfunktionen nur fiir metrische Réume
eingefiihrt haben.

48)Vgl. Definition 3.1.2.
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Es kommt haufiger vor, dass fiir eine auf einem Vektorraum definierte

Funktion H : X — [0,+oco[ nur die in Satz 6.5.2 zusammengestellten

Eigenschaften erfiillt sind: H(Az) = |[A|H (z) und H(z+y) < H(x)+H(y).

Eine derartige Abbildung H heifit dann eine Halbnorm. Halbnorm
Fiir eine Halbnorm H ist N := {z | H(x) = 0} ein Unterraum von X, und

auf dem Quotienten X/N ist [x] — H(z) eine (wohldefinierte) Norm. Alle

fiir metrische Rdume bekannten Begriffe und Ergebnisse sind deswegen

mit geringen Modifikationen leicht iibertragbar.

Es gibt drei Auswege, um mit diesem Problem fertig zu werden:

e Man spricht weiter von der L'-Norm, obwohl es sich ,,eigentlich nicht um
eine Norm handelt. Dann muss man aber ein bisschen aufpassen, man darf
z.B. nicht aus || f — g||; = 0 auf f = g schlieBen.

99% aller Mathematiker verfahren so, wenn sie mit dieser ,Norm* arbei-
ten.

e Eine weitere Moglichkeit besteht darin, den kleinen Trick aus der Linearen
Algebra anzuwenden, auf den vor wenigen Zeilen schon hingewiesen wurde:
Man identifiziert einfach zwei Funktionen f und g, wenn || f — g||; = 0 gilt.

Genauer: Wir nennen f und g dquivalent (und schreiben dann f ~ g),
wenn ||f — g||, = 0. Die Relation ,~¢ ist dann eine Aquivalenzrela-
tion, das folgt sofort aus Satz 6.5.2(iii).

Statt der Funktionen betrachten wir dann die zugehorigen Aquiva-
lenzklassen. Das sind dann zwar leider keine Funktionen mehr — es
sind Mengen von Funktionen —, aber im Raum dieser Klassen kann
man wirklich ganz prazise mit Normen arbeiten.

Diesen schwerfilligen Weg beschreiten Mathematiker, wenn sie es aus-
nahmsweise einmal mit dem Normbegriff ganz genau nehmen miissen.

e Hier noch ein Kompromissangebot: Man betrachte das Integral nicht auf
der Menge aller integrierbaren, sondern nur auf der Menge der stetigen
Funktionen. Da ist || - ||; wirklich eine Norm: Ist némlich f stetig und
nicht die Nullfunktion, so muss es aus Stetigkeitsgriinden ein g € Ja,b|
und positive d, ¢ geben, so dass |f(z)| > ¢ fiir alle x mit [z — 20| < 0 gilt.
Damit ist

b
Il = /\f(w)ldx
amo+§
/ ()| de

0—90

zo+0
/ edx

zo—0

= 20¢;

A%

(\Y
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diese Zahl ist positiv, und damit ist die noch fehlende Normbedingung
wirklich erfiillt.

Nun soll der vorstehende Ansatz verfeinert werden. Dazu erinnern wir daran,
dass ,,| f||; ist klein“ bedeutet, dass die Zahlen |f(z)| im Mittel nahe bei Null
sind. Das kann bedeuten, dass die |f(z)| stets klein sind, zugelassen sind aber
auch grofe | f(z)|, wenn das nur auf kleinen Teilmengen des Definitionsbereichs
vorkommt.

Es gibt nun Situationen, wo man die Grole der Abweichung noch wichten
mochte, das soll durch Potenzieren der |f(x)| geschehen. Zunichst soll auf die
folgenden elementaren Tatsachen hingewiesen werden:

e [st 0 <z < 1lund 1 < p, soist 2P < x; und zwar ist 2P umso kleiner, je
grofler p ist.

e Ist 1 <z und 1 < p,soist P > x; und zwar ist P umso grofer, je grofer
p ist.
FEin allgemeiner Beweis ist nicht schwierig, man muss nur daran erin-

nern, dass die Logarithmus- und die Exponentialfunktion monoton stei-

gend sind: Fiir x < 1 ist logx < 0, also gilt plogz < logx; so folgt
P = eplogz < elogz — .

Die Ungleichung fiir die z mit 1 < x wird ganz dhnlich bewiesen.

Fixiert man also ein p > 1, so werden beim Ubergang von |f| zu |f|” die
Funktionswerte abgeschwiicht (falls | f(x)| < 1) bzw. verstirkt (falls | f(x)| > 1);
dabei ist der Effekt umso stérker, je grofler p ist. So eine Modifikation kann
dann erwiinscht sein, wenn man kleine Abweichungen tolerieren, grofie aber so
weit wie moglich vermeiden mochte.

Diese Uberlegungen motivieren die folgende Definition; die dort auftretende
p-te Wurzel dient nur dazu, dass f und || f||, die gleiche Dimension haben®?).

Definition 6.5.3. Es sei p > 1 eine reelle Zahl. Ist dann f : [a,b] — R eine
integrierbare Funktion, so wird ||f||,, die LP-Norm von f, durch

i1, ([ blf(x)l”dw> "

Als Beispiel betrachten wir die Funktion f(z) = e* auf [0,1]. Dann ist

1 1 1
/ |f(2)]P dx = / el dy = —eP*
0 0 p

49)Wiirde etwa f eine Grofe in Euro sein, so hiitte — wenn z.B. p = 2 ist — f:|f(x)|p dx die
Dimension Quadrat-Euro.

50) Beachte, dass die Funktion z — |f()|? integrabel ist; das folgt aus Satz 6.1.10(ii), denn
y +— yP ist stetig auf [0, o0 [.

erklirt®®)

1

o: E(GP -1)
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und folglich
(e? — 1)1/p
151l = S
p

(Fiir p gegen Unendlich geht der Zéhler gegen e und der Nenner gegen 1; dazu
sollte man sich an die am Ende von Abschnitt 2.2 bewiesene Aussage /n — 1
erinnern. Im vorliegenden Fall ist also || f||, — e, und diese Zahl ist gerade die
Supremumsnorm || f||, von f; siehe dazu auch Aufgabe 6.5.1.)

Wie die L'-Norm haben die LP-Normen fast alle Eigenschaften einer Norm.
Dieses Ergebnis sowie einige wichtige Zusammenhénge fiir den Fall, wenn es um
mehrere solcher Normen gleichzeitig geht, findet man im folgenden

Satz 6.5.4. Es sei p > 1 vorgegeben. Eine Zahl ¢ > 1 soll dadurch definiert
sein, dass 1/p+1/q=1 gilt®.
Fir integrierbare Funktionen f,g und A € R gilt:

(i) IIf1l, = 0.

(i) \Afll, = AL
(i4i) HOLDERsche ®?) Ungleichung: fab\f(x)g(xﬂ dz < || fll,llgll,-
(iv) MINKOwsKIsche %) Ungleichung: || f +all, < 11, + llgll,-

Beweis: (i) sollte klar sein, da eine nichtnegative Funktion integriert wird.
Fiir den Beweis von (ii) werden nur elementare Formeln fiir das Rechnen mit
der p-ten Potenz benotigt:

b
/ AP @) de
b
G / (@) d,

/ W@ de

und nach Ziehen der p-ten Wurzel ergibt sich wirklich die behauptete Formel.
(iii) Dieser Beweis ist etwas schwieriger, wir beweisen die Aussage in mehreren
Schritten.

Behauptung 1: Ist || f||, = 0, so ist auch |||, = 0.

Beweis dazu: Sei e > 0, wir wollen eine Treppenfunktion 7 so finden, dass |f| < 7
und f;T(SC) dz < e; wenn das gezeigt ist, muss nach Definition || f]|; = 0 sein.

51)Das geht natiirlich auch explizit: Es ist ¢ = p/(p — 1). Beachte, dass im Spezialfall p = 2
auch ¢ = 2 ist.

52)Hslder: Professor in Konigsberg und Leipzig; wichtige Arbeiten zur Algebra, zur Funk-
tionentheorie und zur Mechanik.

53) Minkowski: Professor in Kénigsberg und Géttingen, intensive Zusammenarbeit mit Hil-
bert, Begriinder der Konvexgeometrie und der ,,Geometrie der Zahlen“, geometrische Deutung
der speziellen Relativitédtstheorie als , vierdimensionale Welt*.



146 KAPITEL 6. INTEGRATION

7 soll natiirlich so gefunden werden, dass [|f||, = 0 ausgenutzt wird: Wir
kénnen also zu beliebig kleinem 7 > 0 eine Treppenfunktion 7/ wihlen®, so
dass |f|” < 7' und f;T’(l‘) dx < n ist.

Klar, dass wir es mit der durch 7(z) := (7/(z)) P Qefinierten Treppenfunkti-
on versuchen werden. Fiir 7 gilt sicher | f| < 7, und wir hoffen, dass ein geniigend
kleines 7 die richtige Ungleichung garantiert.

Das Integral iiber 7/ ist durch 7 abschétzbar. Ahnlich wie im Beweis von Satz
6.1.10(ii) kontrollieren wir zunéchst die ,zu grofien* Werte von 7/. Genauer: Wir
betrachten wieder fiir ein (noch freies) ¢ > 0 die Menge I; der Indizes ¢, so dass
7" auf | z;, w11 [ groBer oder gleich ¢ ist. Die Gesamtlinge L; der zugehorigen
Teilintervalle ist — das haben wir im damaligen Beweis gesehen — durch 7/t
abschétzbar.

Nun ist |f| nach Voraussetzung durch eine Zahl M beschriinkt, es gilt also
|f|P < MP. Deswegen diirfen wir annehmen, dass wir 7/ so gewiihlt haben, dass
7/ < MP ist. Damit ist 7 < M, und auf den Intervallen, die zu den i ¢ I
gehoren, ist 7 durch ¢/ nach oben abschitzbar. Es folgt:

b n—1
/ T(z)dr = Z ril/p(gciﬂ —xy)
@ i=0
= ng/p(xi-&-l *%)+Z7‘il/p(;ri+1 fsci)

i€l il
< M Z(l‘i-s-l — @) + /P Z(%‘-H - i)
i€l s
< MLy +tY?(b—a)
< Mp/t+tP(b - a).

Nun lésst sich der Beweis zu Ende fithren: Wihle zunéchst ein ¢t > 0, so dass
t1/P(b—a) < £/2. Bestimme anschliefend ein 7 mit der Eigenschaft Mn/t < £/2.
Und wenn man dann die Funktion 7" zu diesem n wihlt, liefert die vorstehende
Rechnung ein 7 mit den behaupteten Eigenschaften.

Behauptung 2: Die Ungleichung ist richtig, wenn || f||, = 0 oder [g|, = 0.

Beweis dazu: Sei etwa | f[|, = 0. Wegen Schritt 1 ist ff|f(x)\d:c = 0, und
da |g| durch eine Konstante M’ beschrinkt ist, kénnen wir daraus wegen der
Monotonie des Integrals

b b
/If(x)g(m)lda:SM’/ |f(x)| dz =0

folgern.
Behauptung 3: Fir «, 5> 0 gilt o /p+ 39/q > af.

597/ soll durch die Unterteilung a = g9 < ... < x,, = b und die Werte ro, ..., r,—1 definiert
sein.
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Beweis dazu: Fiir « =0 oder § = 0 ist die Aussage klar, wir brauchen also nur
den Fall a;, 3 > 0 zu beriicksichtigen. Zum Beweis der Ungleichung betrachten
wir die Funktion ¢(z) := 2?/p+1/q — = auf [0, +o0 .

AR

R

Bild 6.30: Die Funktion ¢

Esist ¢(0) = 1/g > 0, und fiir + — 400 geht ¢ wegen p > 1 gegen +oo. (Der
Quotient aus P /p und z, also zP~!/p, wird nimlich fiir groe x beliebig grof.
Und wenn er grofier oder gleich R fiir ein vorgegebenes R ist, gilt z?/p > Rux,
alsoz? /p+1/¢q—x > (R—1)z+1/q.)

Sei ¢ ein Wert, so dass ¢(x) > 1 fiir ¢ < 2 und zg eine Zahl in [0,¢], an
der ¢ das Minimum auf diesem Intervall annimmt. Da ¢’(0) = —1 ist, muss
0 < x0 < ¢ sein, und wegen Satz 4.3.3(i) wird die Ableitung dort verschwinden.

Es gibt aber nur ein einziges o mit ¢'(zo) = mg_l —1 =0, néimlich zo = 1,
und ¢ hat dort den Wert 0.

Zusammen heifit das: Stets ist ¢(z) > 0. Definiert man insbesondere z als
afY1-1) g0 folgt

w + 1 _ aﬁl/(l—P) >0,
p q

und das kann in die behauptete Ungleichung umgeformt werden: Multipliziere
mit $? und beachte, dass ¢ +1/(1 —p) =1 und ¢+ p/(1 — p) = 0 gilt.
Behauptung 4: Es gilt die Holdersche Ungleichung.

Beweis dazu: Setze A := ||f||, und B := ||g||,, der Beweis von Behauptung 2
uns anzunehmen, dass A, B > 0 ist. Fiir jedes x gilt

[f(@)g@)| _ [f@)" 9@

AB - pAp + qu !
man muss in die Ungleichung aus Behauptung 3 nur speziell « := |f(z)|/A und
G :=|g(z)|/B einsetzen. Wenn man die links und rechts stehenden Funktionen

integriert, gilt wegen der Monotonie des Integrals

LA @g@)de _ [1f@)"de  [lg))" de
AB - pAP qB1 '

Dabei ist die rechte Seite gleich 1/p+ 1/¢ und folglich gleich 1, zur Begriindung
muss man sich nur an die Definition von || - ||, und || - ||, erinnern. Durch Mul-
tiplikation mit AB entsteht aus dieser Ungleichung die Holdersche Ungleichung,
und damit ist (iii) gezeigt.
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(iv) Es soll hier vorausgesetzt werden, dass || f + g[[,, # 0 ist; wenn diese Norm
gleich Null ist, gilt die Ungleichung trivialerweise.

Wir wenden die Holdersche Ungleichung zweimal an, und zwar zuerst auf
die Funktionen |f| und |f + ¢[”/? und dann auf |g| und |f + g|/“. So folgt unter

Beachtung von H\f +g\p/qH = (Il +9Hp>p/q, dass
a
b
/ F@)IF @)+ g@)” dw < |1, (1 +gl,)""",

b
/ l9@)I1f (@) + g@)[”/" da < |lgll, (ILf + gll,)""*.

Nun wird eine weitere der vielen Beziechungen zwischen p und ¢ ausgenutzt: Es
ist p =1+ p/q (bitte nachrechnen!), und deswegen gilt

f(@) + 9@ < |f(@) +g(@)[|f(x) + ()",

Diese Zahl kann man aufgrund der Dreiecksungleichung durch den Ausdruck
(1f@)] + g@))|f(x) + g(x)|P/? abschiitzen, in Kombination mit den eben be-
wiesenen Ungleichungen fithrt das auf

b
(If+gl,)" = /|f(-76)+g(m)\pdx

b
< [1r@I+ o)1) + g@)"da
’ / ’ /
= / [f@)IIf () + g(@)I” qdﬂ“r/ lg(@)[1f(z) + g()[""? dz
/
< (If1l, + lgll,) (I1F +gll,)"*
Wir kommen zum Finale: Wenn diese Ungleichung durch ([|f + g ||p)p/q geteilt
wird®®, ergibt sich wegen p — % = 1 wirklich
-p/
If+gll, = (If+gl,)" "
< Ifll, + Nlgll- U

Bemerkungen:

1. Wie im Fall der L'-Norm fehlt von den Normbedingungen die Eigenschaft
»Aus [|f], = 0 folgt f = 0%. Man hat die auf Seite 143 beschriebenen drei
Maoglichkeiten, um mit diesem Problem fertig zu werden.

2. Viele Mathematiker, die sich nicht in einem Teilgebiet der Analysis speziali-
sieren, werden es nur mit dem Fall p = 2 zu tun haben, denn der spielt in vielen
Gebieten eine wichtige Rolle®®).

55)Diese Zahl ist aufgrund unserer Annahme nicht Null.
56)In der Wahrscheinlichkeitstheorie etwa ist || ||, die mittlere quadratische Abweichung (die
Streuung) einer Zufallsvariablen mit Erwartungswert Null.
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In diesem Fall nimmt die H6ldersche Ungleichung die Form

b
/ |f (@)g(@)| dz < || fl5]lgll

an, sie heifit dann auch Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

3. Mit den Ungleichungen des vorigen Satzes kann man oft zu interessanten
Abschétzungen kommen, als Beispiel betrachten wir ein beliebiges integrier-
bares f und als g die konstante Funktion 1. Dann folgt aus der Hoélderschen
Ungleichung, dass

b
I1£1l4 :/ [f(@)dz < [If],ILl, = (b —a) 9||f],.

4. Wir haben uns hier wieder auf die Betrachtung integrierbarer Funkionen
beschréinkt. Lisst man auch uneigentliche Integrale zu oder wahlt man einen
anderen allgemeineren Ansatz, gelten die Ungleichungen ebenfalls, wenn die
Existenz der auftretenden Ausdriicke garantiert werden kann.

6.6 exp(x?) hat keine ,,einfache* Stammfunktion®

In diesem Abschnitt spielen Methoden aus der Algebra eine wichtige Rolle.
Die Begriffe, die man zum Verstéindnis der Argumentation kennen sollte,
werden hier eingefithrt. (Um alle Einzelheiten der Beweise nachvollziehen
zu konnen, sind algebraische Grundkenntnisse allerdings von Vorteil.)

In Abschnitt 6.2 haben wir verschiedene Moglichkeiten erarbeitet, zu einer vor-
gelegten Funktion eine Stammfunktion zu finden. Man kann geschickt substitu-
ieren oder die zu integrierende Funktion als Produkt auffassen, um dann mit
partieller Integration zum Ziel zu kommen, aulerdem kann man zu allen rationa-
len Funktionen mit Hilfe der Partialbruchzerlegung leicht eine Stammfunktion
finden.

Leider ist nicht immer klar, welches dieser Verfahren denn nun zum Ziel
fiihrt. So konnten wir zum Beispiel das unbestimmte Integral [logz dz erst
dadurch 16sen, dass wir logz als 1 - logx aufgefasst und auf dieses Produkt
dann partielle Integration angewendet haben. Und deswegen bleibt auch nach
dem Losen vieler Beispiele immer die Ungewissheit, ob man nur einfach den
richtigen Trick nicht gefunden hat, wenn man in einem konkreten Fall keine
Losung herausbekommt.

Das beriihmteste Beispiel, fiir das es nicht geht, ist die Funktion e®”. Der Beweis,
der zuerst von Liouville®” gefunden wurde, soll hier vorgefiihrt werden®®).

57) Joseph Liouville, 1809-1882. Professor an der Ecole Polytechnique und am College de
France. Er schrieb iiber 400 Arbeiten, seine Arbeitsgebiete waren Algebra, Zahlentheorie,
Analysis und Mathematische Physik.

58)Die Darstellung folgt dem Aufbau in der Arbeit ,Integration in finite terms* von M. Ro-
senlicht; Am. Math. Monthly 9, 1972, Seite 963-972.

Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

JOSEPH LIOUVILLE
1809 — 1882
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Das Problem wird aus zwei Teilproblemen bestehen, nédmlich erstens der
exakten Formulierung und zweitens dem Nichtexistenz-Beweis. Das wird er-
wartungsgeméaf nur recht miithsam zu zeigen sein, die Nichteristenz ist meist
schwieriger als die Existenz. (Man denke an den Beweis der Tatsache, dass kei-
ne n,m € N mit v/2 = n/m existieren.)

Zuerst wird in Teil 1 dieses Abschnitts gesagt, was es genau bedeuten soll,
dass es ,nicht geht*, bei dieser Gelegenheit wird das Problem in eine algebraische
Fragestellung iibersetzt.

Dann beweisen wir in Teil 2 das erste Hauptergebnis, eine Charakterisie-
rung derjenigen Funktionen, die eine ,einfache* Stammfunktion haben. Diese
Charakterisierung stammt schon von Liouville, wir lernen sie aber in einer mo-
derneren Fassung kennen, die auf den russischen Mathematiker OSTROWSKI®?)
zuriickgeht.

In Teil 3 wird die Charakterisierung dann ausgenutzt, um das Stamm-
funktions-Problem in einem konkreten Fall dadurch zu 16sen, dass man es auf die
Losbarkeit einer Differentialgleichung zuriickfiihrt: Sind f(2) und g(x) rationale
Funktionen, so gibt es eine ,einfache” Stammfunktion zu

f(a)er

genau dann, wenn eine rationale Funktion a(z) mit der Eigenschaft f = o’/ +ag’
existiert®),

Das Hauptergebnis steht dann in Teil 4:

Im Spezialfall f(z) =1 und g(z) = 22, also fiir den Fall der Funktion e, ergibt
sich die Differentialgleichung 1 = @’ + 2xa, und die ist nicht durch eine rationale

Funktion losbar. Deswegen kann auch niemand eine einfache Stammfunktion zu
2
e’ finden.

Teil 1: Die Problemstellung (exakte Formulierung)

Was soll es genau heiflen, dass ™ keine einfache Stammfunktion hat? Da-
bei liegt die Betonung auf ,einfach®, es geht also nicht um die Frage, ob es
iiberhaupt eine Stammfunktion gibt. Nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung braucht man ja nur

T f2
T — e’ dt
0

zu betrachten, die Ableitung dieser Funktion stimmt mit dem Integranden iiber-
ein.

Die naive Bedeutung von ,einfach* ist doch, dass man sich Funktionen
wiinscht, die aus den bekannten , Bausteinen“ Polynome, Sinus- und Cosinus-
funktion, beliebige Wurzeln, Exponentialfunktion und Logarithmus mit Hilfe
der iiblichen algebraischen Operationen aufgebaut sind, etwa

1+ 28sin(e?)/(1 + log x).

59) Alexander Ostrowski, 1893-1986. Habilitation in Hamburg, Professor in Basel. Arbeits-
gebiete Algebra, Zahlentheorie, Analysis, Funktionentheorie.
60) Rationale Funktionen sind solche, die sich als Quotient von Polynomen schreiben lassen.
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Unser Ziel ist zu zeigen, dass die Ableitung von keinem derartigen Ausdruck,
2
und wére er noch so umfangreich, die Funktion ¢* ist.

Korper mit Differentiation

Wir beginnen mit einer algebraischen Umformulierung des Problems. Zu-
nichst muss man wissen, was ein Kdorper mit Differentiation ist. Das soll einfach
ein Korper K sein, auf dem eine Abbildung

""K - K

mit den folgenden zwei Eigenschaften definiert ist. Erstens darf (f + g)' stets
durch f" + ¢’ ersetzt werden, und zweitens gilt immer (fg)’ = f¢’ + f'g. Man
postuliert also, dass die Differentiation additiv ist und dass die bekannte Pro-
duktregel der Differentiation gilt.

Es ist klar, dass die iibliche Ableitung auf einem aus differenzierbaren Funk-
tionen bestehenden Korper zu einem Korper mit Differentiation fithrt, wenn die
Ableitung jedes Korperelements wieder im Korper liegt. (Beispiel: der Kérper
der rationalen Funktionen. Es gibt aber weitere Beispiele, man kann etwa als
»Ableitung® die Nullabbildung auf einem beliebigen Kérper betrachten.)

Uberraschenderweise ist es dann so, dass die doch recht bescheidenen For-
derungen an die Differentiation zu fast allen bekannten Differentiationsregeln
fithren:

e Esist 1/ =0.
Begriindung: 1’ =(1-1) =1-1"4+1"-1=1"+1',also 1’ = 0.
o (1/g9) = —g'/g* fiir g # 0.
Begriindung: Man muss nur g - (1/g) = 1 ableiten.
o (f/9) = (9f — fg')/g" fiix g # 0.
Begriindung: Schreibe f/g = f-(1/g).
o (fM) =n(frb)f fiir n € Z (fiir negative n muss natiirlich f # 0 sein).
Begriindung: Vollstandige Induktion unter Verwendung der Produktregel.

e Nennt man ein ¢ € K eine Konstante, falls ¢ = 0, so kann man leicht
nachweisen, dass die Teilmenge der Konstanten ein Unterkorper ist.

Im Fall der gewohnlichen Differentiation bestehen die Konstanten aus den
lokal konstanten Funktionen®V.

‘ Zwei Korper mit Differentiation

Ab hier betrachten wir Situationen, in denen es um zwei Kérper K und K
mit Differentiation geht, dabei soll K ein Unterkérper von K sein. Die Differen-
tiationen auf K und K sollen in dem Sinn miteinander vertriiglich sein, dass die
Differentiation auf K gerade die Einschréinkung der Differentiation von K ist.
Wir werden voraussetzen, dass die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

61)Das sind Funktionen, die fiir jeden Punkt auf einer geeigneten Umgebung konstant sind.
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o Ist f € K mit f'=0,so0ist f € K. Anders ausgedriickt: In K und K sind
die gleichen Funktionen konstant.

e Die Charakteristik von K und damit auch die von K ist Null: Das bedeu-
tet, dass — wie von R her gewohnt — eine Summe aus n Einsen stets von
Null verschieden ist.

Fiir den uns interessierenden Fall, in dem K und K Korper von Funktio-
nen sind, auf denen die gewohnliche Differentiation betrachtet wird, sind diese
Bedingungen keine wesentliche Einschrankung.

Korpererweiterungen

Nun wollen wir spezielle Elemente aus K betrachten, es geht um die abstrak-
te Version des Ubergangs von einer Funktion f zu ihrer n-ten Wurzel bzw. zu
ef und log f.

Sei L ¢ K ein Unterkérper, L soll unter Differentiation invariant sein?.
Weiter sei ¢ ein Element aus K.

o t heiflt algebraisch tiber L, wenn es ag, . ..,a, € L so gibt, dass a,, # 0 gilt
und

ag +art+---+apt” =0.

e t heiflt transzendent tiber L, wenn t nicht algebraisch ist.

e ¢ heiit exponentiell iber L, wenn ein f € L mit t'/t = f’ existiert.
Heimlich ist natiirlich ¢ = exp(f). Die Definition ergibt sich aus dem
Versuch, diese Gleichheit ohne Verwendung der analytischen Defini-
tion der Exponentialfunktion als Potenzreihe auszudriicken.

o ¢ heiit logarithmisch iiber L, wenn t' = f’/f fiir ein geeignetes f € L.

Fiir diese Definition sollte man sich vorstellen, dass ,eigentlich® das
t gleich log f ist.

Beispiele: In den Beispielen sei L = K;at der Korper der rationalen Funktionen.

1. ¥/212 — 4z ist algebraisch.

Begriindung: Setzt man t := */x12 — 4z, so ist ¢ Nullstelle des Polynoms
P(t) = t** — (2'? — 4z), wobei die Koeffizienten dieses Polynoms wirklich

in K¢ liegen.

2. exp(z) ist transzendent und exponentiell, exp(z* — 12z) ebenfalls.

62)D.h., mit f liegt auch f’ in L.
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Begriindung: Das ist etwas schwieriger einzusehen, hier die Idee. Ware
t = exp(z) Nullstelle eines Polynoms mit Koeffizienten in Ky,¢, so kénnte
man — nach Multiplikation mit dem Produkt der Nenner — auch annehmen,
dass alle Koeffizienten Polynome sind:

Po(z)e™ + Po_1(2)e™ % 4. 4 Pi(2)e® + Py =0

gilt fiir gewisse Polynome P; und alle x.

Teilt man diesen Ausdruck durch €™ und betrachtet das Verhalten fiir
grofe x, so ergibt sich ein Widerspruch: P, ist eine von Null verschiedene
Konstante oder geht sogar gegen +oo oder —oo, die anderen Ausdriicke
gehen aber gegen Null, da e schneller wichst als jedes Polynom.

Es ist klar, dass exp(z) und exp(z* — 12z) exponentiell sind (mit f = «
bzw. f = 2* — 12z).

3. log(x* + 223 — 2) ist logarithmisch.

Begriindung: Mit t = log(z* + 22 — 2) und f = z* + 22 — 2 ist wirklich
f€ Kt und t' = f'/f.

FEine letzte Vorbereitung: Sind L, L Unterkorper von K mit
KcLcl,

so sagen wir, dass L algebraisch bzw. exponentiell bzw. logarithmisch iiber L ist,
wenn es ein ¢ € L so gibt, dass erstens L = L(t) der kleinste Korper ist, der L
und ¢ enthélt, und zweitens ¢ algebraisch bzw. exponentiell bzw. logarithmisch
iiber L ist.

Es folgt die wichtigste Definition dieses Abschnitts: Ein t € K heiBt elemen-
tar tiber K, wenn man Unterkorper K = Ko C Ky C -+ C K so finden kann,
dass t € K und K41 jeweils algebraisch oder exponentiell oder logarithmisch
iiber Kj ist (fir j =0,...,s —1).

Das ist ziemlich technisch, fiir unsere Zwecke ist eigentlich nur Folgendes
wichtig:

Ist K = Kiat, so sind alle Funktionen elementar, die man in endlich
vielen Schritten unter Verwendung von beliebigen Wurzeln, +, —, -, :
und Bildung von Exponentialfunktionen und Logarithmen aufbauen

kann, z.B.
71.3 Jr 1000/_2:1;33 + 4
1—exp(z)

Erinnert man sich noch daran, dass (exp(i-z)+exp(—i-z))/2 = cos z und wendet
man entsprechende Umformungen fiir sin  und die Umkehrfunktionen der trigo-
nometrischen Funktionen an, so erweisen sich auch sidmtliche Ausdriicke als ele-
mentar, in denen diese Funktionen als Bausteine verwendet wurden. Schlussfol-
gerung;:
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Séamtliche Funktionen, die man naiv als Kandidaten fiir eine
Stammfunktion von exp(z?) zulassen wiirde, sind elementar iiber
Krat; dazu miissen allerdings Funktionen mit komplexen Veréinder-
lichen zugelassen werden.

Es soll gezeigt werden, dass keine elementare Stammfunktion zu exp(x?) exi-
stiert, wir wollen noch einmal die wichtigsten Schritte dahin hervorheben:

e Esseia € K. Zu a gebe es ein iiber K elementares f mit f/ = a. Wodurch
lassen sich solche a charakterisieren? (Satz von Liouville und Ostrowski,
Teil 2; das ist ein rein algebraischer Abschnitt.)

e Welche Funktionen des Typs f exp(g) haben eine elementare Stammfunk-
tion, wenn f und g rationale Funktionen sind? (Teil 3)

e Was ergibt dieses Kriterium im konkreten Fall f = 1 und g(z) = 22?
(Teil 4)

Teil 2: Der Satz von Liouville und Ostrowski

Wir gehen von der in Abschnitt 1 beschriebenen Situation der zwei Korper
K C K mit Differentiation aus. Ein a € K sei fixiert, und wir fragen, ob es ein
iiber K elementares f € K mit f’ = a gibt. Es folgt der Charakterisierungssatz
von Liouville und Ostrowski.

Theorem 6.6.1. FEs gebe ein iiber K elementares f in K mit f’ = «a. Dann
kann man Elemente v,uy,...,u, und Konstanten cy,...,c, in K so finden,

dass
n u; ,
o= g cj—=+v.
- : Uj
]:1

Beweis: Zunichst soll bemerkt werden, dass — mindestens im Fall von Funktio-
nen — die Umkehrung auch gilt: Hat « so eine Darstellung, so ist > ;G logu;+wv
eine elementare Stammfunktion zu a.

Viel schwieriger ist es, aus der Existenz eines elementaren f auf die Existenz
der behaupteten Darstellung von o mit den ¢;, u;j,v zu schlieBen. Wir erinnern
uns, dass ,, f ist elementar iiber K*“ bedeutet, dass f in einem Unterkorper K
liegt, wobei K das letzte Glied einer Kette K = Ky C --- C K ist, fiir die
jeweils K algebraisch oder exponentiell oder logarithmisch tiber K ist.

Wir wollen den Beweis durch vollstdndige Induktion nach s fithren. Der
Induktionsanfang s = 0 ist erfreulich einfach: Gibt es eine Stammfunktion f
bereits in K, so brauchen wir als Darstellung von « nur die leere Summe fiir die
uj,c; und v = f einzusetzen.

Es bleibt, den Induktionsschritt s — s+ 1 zu verifizieren, hier gibt es, was
die Beweisstruktur anlangt, schon einen ersten Hohepunkt. Mal angenommen,
wir hétten das folgende Lemma bewiesen:
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Lemma: Es sei L ein Korper mit K C L C K, es gebe eint € f(, so dass L der
von K und t erzeugte Unterkérper ist. Sei weiter a € K, und « sei schreibbar
als

o Uiy
OCZZCJ‘H‘FV,
=t 7

wobet die C; Konstanten sind und die U;,V zu L gehéren. Ist dann t algebraisch
oder exponentiell oder logarithmisch iber K, so kann man o auch als

m /
u; ,
o = E c;i— +v
- Uj
Jj=1

mit Konstanten c; und uj,v € K schreiben®) .

Der Beweis folgt gleich, der fehlende Induktionsschritt von s nach s + 1 zu
Theorem 6.6.1 kann dann sehr elegant wie folgt gefithrt werden. Wir nehmen an,
dass es ein f so gibt, dass f' = «, und f liegt in einem K1 fiir eine geeignete
Kette K = Ko C --- C K5 C Kq11 mit den verlangten Eigenschaften.

Und nun der Trick: Wir vergessen, dass « ,eigentlich“ in K liegt,
es liegt ja auch in K. Und von K7 aus gesehen erreichen wir f in s
Korpererweiterungen.

Damit diirfen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden: « ist schreibbar als

o= chﬁj- + V',
j=1 J

wobei die C; Konstanten sind und die U; und V' zu K; gehoren. Das Lemma —
man wendet es mit L := K; an — verschafft uns dann eine Darstellung

m uj )
o = E Cj— “+v
- ’U,j

j=1

mit Konstanten ¢; und u;,v € K, und das ist gerade die zu zeigende Behaup-
tung: Auch im Fall von s + 1 Korpererweiterungen gibt es eine entsprechende
Darstellung von «a.

(Ende des Beweises von Theorem 6.6.1.) 0

Es ist nun noch das Lemma zu beweisen.

‘Vorbereitung 1: Erinnerung an Primzahlen‘

Um die Beweisidee zu motivieren, wollen wir Teilmengen der Menge der
rationalen Zahlen betrachten, die mit Hilfe von Primzahlen definiert sind. Ele-
mente der Menge Q der rationalen Zahlen sollen als gekiirzte Briiche dargestellt
sein. Wir definieren dann:

63) Man beachte, dass die Summe einen anderen Laufbereich hat, es kann sein, dass viel mehr
Summanden erforderlich sind.
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® QNenner quadratfrei:= Menge der ganzen Zahlen vereinigt mit den echten
Briichen m/n, fiir die in der Primzahlzerlegung von n jede Primzahl nur
zur ersten Potenz auftritt.

Beispiele: 13, 33/5, —1/1001, nicht jedoch 1/4.

® QNenner quadratisch:= Menge der ganzen Zahlen vereinigt mit den echten
Briichen m/n, fiir die in der Primzahlzerlegung von n mindestens eine
Primzahl mindestens quadratisch auftritt.

Beispiele: 13, 7/12, 1/4, nicht jedoch —15/77.
Es ist dann eine triviale Beobachtung, dass
QNenner quadratfrei nQ Nenner quadratisch

genau aus den ganzen Zahlen besteht.

Vorbereitung 2: Transzendente Elemente, irreduzible Polynome

Wir kehren zuriick zu K, K und einem iiber K transzendenten Element
te K ; L sei der von t und K erzeugte Unterkorper. L besteht aus allen Ele-
menten der Form P(t)/Q(t) mit Polynomen P und @), deren Koeffizienten in K
liegen; dabei darf @ nicht das Nullpolynom sein. Begriindung: Die Menge dieser
Quotienten ist ein Korper, und sie miissen in jedem Korper enthalten sein, der
t und K enthilt.

Betrachte nun K[z], die Menge der Polynome mit Koeffizienten aus K. Ein
Polynom soll irreduzibel genannt werden, wenn es nicht als Produkt von Po-
lynomen kleineren Grades geschrieben werden kann. Irreduzible Polynome in
K[x] verhalten sich genau so wie die Primzahlen in Z; das liegt daran, dass die
Technik der Polynomdivision die gleichen Moglichkeiten impliziert wie das Tei-
len mit Rest®®. Insbesondere gilt: Teilt ein irreduzibles Polynom f ein Produkt
PQ), so ist f Teiler von P oder von Q.

Ist nun ¢ — wie vorausgesetzt — transzendent, so verschwindet P(¢) nur fiir
das Nullpolynom P, und das hat zwei wichtige Konsequenzen: Erstens ist Ko-
effizientenvergleich moglich (ist P(t) = Q(t), so miissen die Koeffizienten von
P und @ iibereinstimmen), und zweitens ist die Menge der P(t) algebraisch
gleichwertig zur Menge der Polynome P(z).

Fiir uns ist die wichtigste Folgerung, dass wir alle Elemente aus L als Quoti-
ent schreiben konnen, wobei Zihler und Nenner Produkte von Ausdriicken der
Form P(t) mit irreduziblen P sind, auch ist diese Darstellung (nach Kiirzen) im
Wesentlichen eindeutig.

Wieder definieren wir

® LNenner quadratfrei:= Menge der P(t) (P Polynom) vereinigt mit den ech-
ten Briichen P(t)/Q(t), fiir die in der Zerlegung von Q(t) in irreduzible
Bausteine jeder Anteil nur zur ersten Potenz auftritt.

Beispiele: 13¢, 1/t, nicht jedoch 1/¢°.

64) Der Fachausdruck: Beides sind euklidische Ringe.
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® LNenner quadratisch:= Menge der P(t) vereinigt mit den echten Briichen
P(t)/Q(t), fiir die in der Zerlegung des Nenners in irreduzible Bausteine
mindestens ein Anteil mindestens quadratisch auftritt.

Dann ist klar, dass LyNenner quadratfrei M LNenner quadratisch g€nat aus den
P(t) besteht, diese einfache Beobachtung wird der Schliissel zum Beweis des
Lemmas sein.

Wir beginnen diesen Beweis mit der Vorgabe eines «, fiir das

=S oLV
“ j; JUj+

mit Konstanten C; und U;,V € L, und L = K(t). Wir miissen drei Fille
unterscheiden:

— Fall 1: ¢ algebraisch.

— Fall 2: t exponentiell.

— Fall 3: ¢ logarithmisch.

Da man Fall 1 unabhéngig von den anderen Fillen beweisen kann, diirfen
wir in Fall 2 und Fall 3 die Bedingung ,,und transzendent® ergénzen.

Wir kiitmmern uns exemplarisch um Fall 3. Da ist also ¢ transzendent, und
es gibt ein b € K mit ¢ = b'/b. Das Lemma wird dann so gezeigt.
Behauptung 1: Fiir jedes V' € L liegt V' in LNenner quadratisch-

Das ist eine iiberraschende Tatsache, die aber ganz einfach aus den Differen-
tiationsregeln folgt: Jeder nichttriviale Faktor im Nenner geht aus dem Ableiten
mit einer hoheren Potenz hervor. Wir zeigen die Aussage fiir Polynome, im
vorliegenden Fall ist der Beweis fast wortwortlich zu iibertragen®®).

P, Q und R seien Polynome in z. Wir setzen voraus, dass R irreduzi-
bel ist und dass R weder P noch @ teilt. Wir wollen, fiir irgendeinen
Exponenten r € N, die rationale Funktion

Vz) =

betrachten. Ableiten ergibt

_ P'QR" — P(Q'R" +rQR™'R))

V/ Q2R2r

Wenn man den Bruch ausrechnet, tritt auch der Summand

—rPQR’
QQRT+1

65 Es sind natiirlich Feinheiten zu beachten. Die Tatsache, dass t logarithmisch ist, geht
dadurch ein, dass die ,innere Ableitung” ¢’ zu K gehért und deswegen keine neuen t’s ins
Spiel bringt.
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auf. Da sich in dem kein weiteres R kiirzen ldsst — denn R geht ja
nicht in P, Q und R’ auf®® — kommt im Nenner von V' wirklich
R vor.

Behauptung 2: Fiir beliebige o € K, beliebige Konstanten C; und beliebige
rationale Funktionen U; liegt a — 37, C;U}/U; in LNenner quadratfrei-

Das folgt sofort aus den folgenden elementaren Rechenregeln:

(a/ty @ ¥ (a-b) d Y

a/b  a b’ ab o T

Dadurch darf ndmlich angenommen werden, dass die U; nicht irgendwelche ra-
tionalen Funktionen, sondern voneinander verschiedene irreduzible und normier-
te Polynome sind. Damit ist der Hauptnenner des Ausdrucks das Produkt der
Uj;, die alle in der ersten Potenz auftreten.

Es gibt hier noch einen wichtigen Zusatz: Sollte ein Polynom herauskommen,
muss es konstant sein, da fiir echte Polynome U der Nennergrad (also der Grad
von U) immer groBer als der Zihlergrad (der Grad von U’) ist.

Und nun die Pointe: Kombiniert man beide Behauptungen mit der
vorausgesetzten Identitéat

Q*ZC]'FJ = Vl
=t 7

und erinnert man sich daran, dass der Schnitt von LNenner quadratfrei
und LNenner quadratisch 1Ur aus den Polynomen in ¢ besteht (die
wegen des Zusatzes sogar konstant sein miissen), so folgt: Sowohl
a—377  C;U}/U; als auch V' miissen in K liegen.

Der Rest ist einfach. Wir wissen, dass V() in Wirklichkeit ein Polynom in ¢
war, und dass die Ableitung konstant ist. Daraus folgt dann, dass V' = ag + a1t
mit ag,a; € K gelten muss®?. AuBerdem miissen, damit UJ’- /U; in K liegt, die
U; selbst schon in K liegen.

Schluss des Beweises des Lemmas: Es ist
V' =ag+ (art) = ag + ayt + arb'/b.

Koeffizientenvergleich ergibt, dass a} = 0 sein muss. a; ist also eine Konstante.

Wenn wir also die zwei Summanden so sortieren, dass das ay, als das gesuchte
v" aufgefasst und der zweite Summand als zusétzlicher Summand in der Uj-
Summe interpretiert wird, so haben wir fiir a die gesuchte Darstellung gefunden.

66) Hier ist die Trreduzibilitit von R wichtig: Teilt R keinen der Faktoren, so auch nicht das
Produkt.

67) Wie bei Polynomen verringert sich der Grad beim Ableiten niimlich héchstens um Eins;
hier wird wieder wichtig, dass t logarithmisch ist. Ein hoherer Grad als Eins ist also fiir V'
nicht mdoglich.
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Das beendet den Beweis des Lemmas im Fall von Elementen ¢, die transzen-
dent und logarithmisch sind. Fiir exponentielle ¢ fiithrt eine &hnliche Idee zum
Ziel, fiir algebraische muss man noch einige Fakten aus der Algebra bemiihen.

Hier die Idee.

t sei algebraisch, das Minimalpolynom P fiir ¢ habe den Grad m. Ohne
Einschrinkung kann dann angenommen werden, dass P in K zerfallt, das
liegt im Wesentlichen daran, dass es fiir algebraische Kérpererweiterungen
nur eine Fortsetzung der Differentiation gibt. Auch weifl man, dass der
von t erzeugte Korper aus Polynomen besteht, die héchstens Grad m — 1
haben.

Es seien t1, ..., t, die Nullstellen von P, wobei t = ¢;. Die Voraussetzung
besagt dann, dass

a:Zc][(]]JJ(()) + V()

mit Polynomen U; und V, und daraus folgt

a*ZC} U +V(tu)
]

fir p = 1,...,m. Das liegt an der Existenz eines Korperisomorphismus,
der mit der Differentiation vertauscht und K fest lasst.

Addiert man diese m Gleichungen und setzt man Uj := U;(¢1) - - - Uj(tm)
und V= (V(t1) + -+ V(tm)) /m, so gilt

a_ZC] J+V

Dazu muss man sich noch einmal an die Gleichung a'/a +b'/b = (ab)’/ab
erinnern. Nun sind die U; und V' symmetrische Polynome in den Nullstel-
len von P, aus dem Hauptsatz iiber symmetrische Polynome folgt dann
sofort, dass diese Ausdriicke in K liegen miissen. Fertig.

Damit sind das Lemma — und folglich auch der Satz von Liouville und
Ostrowski — bewiesen. O

Teil 3: Hat f - e9 eine einfache Stammfunktion?

Im vorstehenden Abschnitt ging es um eine rein algebraische Situation:
Korper mit Differentiation, elementare Funktionen und die Charakterisierung
von Elementen aus K, die eine elementare Stammfunktion haben.

Nun behandeln wir wieder ,richtige* Funktionen, es wird um Abbildungen
der Form f - e9 gehen, wobei f und g rationale Funktionen sind. Wann gibt es
eine elementare Stammfunktion?

Theorem 6.6.2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) f-e9 hat eine iber den rationalen Funktionen elementare Stammfunktion.
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(ii) Es gibt eine rationale Funktion a, so dass o’ + ag' = f.

Beweis: Es ist fast trivial, dass (i) aus (ii) folgt: Die gesuchte elementare
Stammfunktion kann sofort als a - e? hingeschrieben werden.

Nun beweisen wir die Umkehrung. Da alle rationalen Funktionen elementar
integrierbar sind (Stichwort: Partialbruchzerlegung), kénnen wir uns auf den
Fall konzentrieren, dass g nicht konstant ist. Dann ist e? transzendent iiber den
rationalen Funktionen, das wird gleich wichtig werden.

Beweisidee: Sei t := e?. Angenommen, ¢ ist Nullstelle eines Polynoms mit
algebraischen Koeffizienten:

ao +ait+ -+ ant™ =0.

Das ist eine Gleichung fiir Funktionen. Sei zunéchst g ein Polynom. Be-
trachtet man die Gleichung fiir z — 0o, so kann das nicht stimmen, denn
der hochste Term geht schneller gegen oo als die anderen. Hat hingegen g
einen nichttrivialen Nenner, so fiihrt die gleiche Idee zum Ziel, wenn man
nur das Argument gegen eine Nullstelle des Nenners gehen lésst.

Natiirlich soll der Hauptsatz des vorigen Kapitels angewendet werden. Wir
betrachten K := ,der von Kiat und t := e9 erzeugte Korper”, K = »alle
geschlossen darstellbaren Funktionen“ und setzen « := f - t. Es gebe eine ele-
mentare Stammfunktion, nach dem Hauptsatz bedeutet das die Existenz von
Konstanten ¢; und uy,...,u,,v € K mit

ft= chu;/uj—l—w'.
1

Nun argumentieren wir wie im vorigen Beweis. Wieder wird wichtig, dass man
die w € K als rationale Funktionen (mit Koeffizienten in Kyat) in ¢ interpretiert
und folgende Tatsachen beachtet:

e Ausdriicke der Form u'/u liegen entweder in Kyt oder sind als rationale
Funktion in ¢ auffassbar, fiir die der Nenner quadratfrei ist und einen
hoheren Grad als der Zahler hat.

e Aus nichttrivialen Nennern in v werden durch Differenzieren rationale
Funktionen, die im Nenner mindestens quadratische Faktoren haben.

Man muss allerdings eine kleine Modifikation beachten: Irreduzible Ausdriicke
der Form ¢ werden beim Differenzieren zu ¢’t, und das kann man gegen ¢ kiirzen.
Man muss das Argument also noch einmal sorgfiltig durchgehen, man gelangt
dann mit Koeffizientenvergleich zu dem folgenden Ergebnis:

Notwendig liegen alle u; in Krat, und v ist ein Ausdruck der Form

N
— E’ 43
v = a;t’.

j=—N
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Da, fiir a # 0, die Funktion (at™)’ gleich (a’4+nag’)t" ist und o’ +nag’
notwendig von Null verschieden ist®®), verschwinden beim Ableiten
von v keine Terme. Anders ausgedriickt: Da beim Ableiten ein Aus-
druck der Form by + ft herauskommt, muss v die Form dy + dit
haben (mit rationalen Funktionen by, dy, dy).

Nun sind wir gleich fertig, wir leiten noch ab und machen einen Koeffizien-
tenvergleich: Es ist

bo+ f-t=dy+dit+dit' = dy+ dit +dig't,
also miissen auch die bei t stehenden Terme iibereinstimmen:
f = d/l + dlg/.

Das aber beweist (ii), die fragliche Differentialgleichung ist durch eine rationale
Funktion (nédmlich d;) losbar. O

Teil 4: e* hat keine einfache Stammfunktion

Es folgt das Finale. Wer behauptet, dass ¢®” keine elementare Stammfunk-
tion hat, muss sich aufgrund der bisherigen Ergebnisse nur auf den Fall f = 1
und g(x) = 2% konzentrieren, also beweisen, dass die Differentialgleichung

a +2za=1
keine Losung im Raum der rationalen Funktionen hat. Und genau das zeigen

wir jetzt noch.
Mal angenommen, es gidbe als Losung eine rationale Funktion a, wir schreiben
sie in gekiirzter Form als P(z)/Q(x).
Fall 1: Q ist konstant.

Dann sieht man schnell, dass das nicht gehen kann: Hat P den Grad n, so
hat 2P(z)z den Grad n + 1, die Addition des Polynoms a’ (mit Grad n — 1)
kann also nicht 1 ergeben.

Fall 2: @ hat eine Nullstelle xq. Ist z¢ eine k-fache Nullstelle, so ldsst sich a als

by by
a(m)—(z_xo)k+ +x—x0

+bo + bi(z — x0) + ba(x — 0)* + - -

schreiben, dabei sind die b’s geeignete komplexe Zahlen. Wenn wir nun ableiten,
beginnt a’ mit (—k)b_,/(x — o)+, und dieser Summand kann durch Addition
von 2za bestimmt nicht zu 1 werden, da in 2za die Zahl z¢ nur Pol der Ordnung
k ist69).

Und damit ist wirklich gezeigt:

Kein iiber den ratgonalen Funktionen elementares f geniigt der
Gleichung [’ = e*".

Quod erat demonstrandum.

68) Andernfalls wiire nimlich at™ konstant, ¢ also algebraisch.
69)Tst 29 = 0, so liegt sogar nur ein Pol der Ordnung k — 1 vor.
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6.7 Verstandnisfragen

Zu 6.1

Sachfragen

S1: Welcher Begriff soll durch das Integral prizisiert werden?

S2: Was ist eine Treppenfunktion? Wie wird das Integral fiir Treppenfunktionen
definiert? Warum gibt es ein Wohldefiniertheits-Problem?

S3: Was ist das Oberintegral (bzw. das Unterintegral) einer beschréankten Funktion?

S4: Wann heifit eine Funktion Riemann-integrierbar? Wie ist in diesem Fall das
Riemann-Integral erkldrt?

S5: Wie lautet das Riemannsche Integrabilitats-Kriterium?

S6: Welche wichtige Eigenschaft stetiger Funktionen spielte bei unserem Nachweis
der Integrabilitéit solcher Funktionen eine fundamentale Rolle.

S7: Was ist eine stiickweise stetige Funktion?
S8: Wodurch kann man ‘fabf(x) dx‘ abschétzen?

S9: Was ist zu beachten, wenn man Flichen durch Integration berechnen méochte?
S10: Wann sind Limes und Integral vertauschbar?
S11: Was ist ein Doppelintegral?

S12: Sind alle Funktionen Riemann-integrierbar?

Methodenfragen
M1: Einfache Beweise zur Integrierbarkeit fithren koénnen.
Zum Beispiel:

1. Zeigen Sie direkt, dass mit f auch f+ c integrierbar ist, wenn c eine
Konstante ist.

2. Essel f:[—a,a] — R Riemann-integrierbar. Wenn f symmetrisch
ist, falls also f(—z) = f(z) fiir alle z gilt, so ist

:1 f(x)dx = 2/Oaf(x) dz.

3. f:]a,b] — R seieine beschrinkte Funktion, ¢ sei eine Zahl zwischen
a und b. Ist dann f sowohl auf [a,c] als auch auf [¢,b] Riemann-
integrierbar, so ist f Riemann-integrierbar.

Zu 6.2

Sachfragen

S1: f sei Riemann-integrierbar auf [ a,b]. Welche Eigenschaften hat dann die Funktion
x— [T f(t)dt?
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S2: Was besagt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung? Wie ist die
Beweisidee? (Ist es eher wichtig zu wissen, dass die Ableitung konstanter Funktionen
gleich Null ist, oder méchte man umgekehrt aus dem Verschwinden der Ableitung
schlieflen, dass die Funktion konstant ist?)

S3: Was versteht man unter dem Schlagwort ,,Giitehebung durch Integration*?
S4: Was ist eine Stammfunktion, was ist ein unbestimmtes Integral?
S5: Wie lauten Stammfunktionen zu z® fiir o # —1, zu 1/z, €%, cos z, sinx?

S6: Welche Differentiationsregeln liegen der partiellen Integration bzw. der Integration
durch Substitution zugrunde?

S7: Fiir welche Funktionen kann man unbestimmte Integrale mit Hilfe der Tech-
nik der Partialbruchzerlegung ausrechnen? Welches algebraische Ergebnis wird hier
verwendet?

Methodenfragen

M1: Bestimmung von Stammfunktionen und Berechnung konkreter Integrale unter
Verwendung der Ergebnisse aus den Sachfragen 2, 5, 6 und 7.

Zum Beispiel:

1. Bestimmen Sie Stammfunktionen zu
3zt +4dcosz, 2.5¢° — x, 4/x+ Vil

2. Werten Sie ff’ms dx und f;’(?ﬁez - \/E) dz aus.
3. Bestimmen Sie Stammfunktionen zu z sin(z?) und zu ze”.

4. Finden Sie durch Partialbruchzerlegung eine Stammfunktion zu
2/(z® —2® +x—1).

Zu 6.3

Sachfragen
S1: Wie ist das Integral fiir Funktionen f : [a,b] — C definiert?

S2: Was ist ein uneigentliches Integral?
S3: Nennen Sie ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz uneigentlicher Integrale.
S4: Wie ist die Gamma-Funktion definiert?

Methodenfragen

M1: Integrale von C-wertigen Funktionen und uneigentliche Integrale auswerten
koénnen.

Zum Beispiel:
1. Man bestimme f13(2x3 4 1\3/5) dz und J‘Oﬂem de.
2. Welchen Wert hat f1+°°e_41' dz?

3. Fiir welche a € R existiert das uneigentliche Integral fo?’a:” dx?

M2: Das hinreichende Kriterium aus Sachfrage 3 anwenden kénnen.
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Zum Beispiel:
1. Warum existiert f0+°°sin(x12)e7”” dz?

+ooa

2. Fiir welche « ist die Existenz von f 1+ < L dx sichergestellt?

Zu 6.4

Sachfragen

S1: Wie sind partielle Ableitungen definiert?

S2: Welche analytischen Eigenschaften hat eine Funktion g, die durch die Gleichung
g(z) = f:f(:c,t) dt definiert ist? Wann ist sie stetig? Unter welchen Voraussetzungen
an f ist sie differenzierbar, und wie rechnet man in diesem Fall die Ableitung aus?

S3: Was gilt in der allgemeineren Situation, in der g als g(x f;b((:)) f(z,t) dt definiert
ist?
Methodenfragen

M1: Partielle Ableitungen ausrechnen kénnen.
Zum Beispiel:
1. Was sind 0f/0x und 0f /0y fir f(z,y) = ze¥?
2. Sei ¥(a, B,e) = a+ sin(a63£5). Bestimmen Sie alle partiellen Ab-
leitungen von W.
M2: Durch Integration definierte Funktionen ableiten kénnen.
Bestimmen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:
1. g x) fo sin(ta® + xt®) dt.
= [leo" ap.

3. g(z) = ficmsin(tm3 + xt®) dt.

Zu 6.5°
S1: Wie sind, fiir integrierbare Funktionen f, die Normen || f||, und [|f||, definiert?
S2: Handelt es sich wirklich um Normen?

S3: Was besagen die Holdersche und die Minkowskische Ungleichung?

6.8 Ubungsaufgaben

Zu Abschnitt 6.1

6.1.1 Man zeige direkt (ohne Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung):

a) t+ t? ist integrierbar auf [0,1], und [, t*dt = 1/3.

b) ¢+ 1/t ist integrierbar auf [1,¢], und [ 2 = 1.



6.8. UBUNGSAUFGABEN

6.1.2 Man zeige, dass
R t  falls ¢ rational
0 falls ¢ irrational

nicht integrierbar auf [0, 1] ist.

6.1.3 Wir haben bewiesen, dass Tr[a,b] (a < b) ein Vektorraum ist.
a) Man zeige, dass Tr[a,b] unendlich-dimensional ist.

b) Zeigen Sie, dass mit f,g € Tr[a,b] auch f-g in Tr[a,b] liegt.
6.1.4 Beweisen oder widerlegen Sie: Fiir f,g € Int [a,b] gilt

[uowar= ([ s@a)-([swas).

(Siehe dazu auch Aufgabe 6.1.6.)
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6.1.5 Man finde eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen (f,) auf [0, 1], so dass
(fn) punktweise gegen 0 konvergiert, die Integrale fol fn(z) dx aber mit n — oo gegen

Unendlich gehen.
6.1.6 Fiir welche f € Tr[0,1] gilt

/abe(:c)d:r: (/:f(:r)d:v)z?

6.1.7 Sei g € C[a,b]. Falls g nichtnegativ ist und f:g(t) dt = 0 gilt, so ist g = 0.

6.1.8 Sei f : R — R stetig. Wir nehmen an, dass fj’:: f()e(t)dt = 0 fiir alle p € CR

mit kompaktem Trager ist. Dann ist f = 0.

(Bemerkung: Der Triiger einer stetigen Funktion ¢ ist als der Abschluss der Menge

{t | ¢(t) # 0} definiert.)

6.1.9 Als wir das Wunschprogramm fiir eine Integrationstheorie zusammengestellt
haben, wire es doch auch sinnvoll gewesen zu fordern, dass die Integration trans-
lationsinvariant ist. Formaler: Ist f € Int[a,b] und g : [a+¢,b+c¢] — R durch

g(x) = f(x — ¢) definiert, so ist g € Int[a + ¢,b+ ¢] und es gilt

/aiicg(x) dx = /abf(:p)dx.

Man zeige, dass das fiir das Riemann-Integral richtig ist.

Zu Abschnitt 6.2
6.2.1 Essei f € C'[a,b]. Definiere F': [a,b] — R durch

b
F(x) ::/ f(t)dt.

Zeigen Sie, dass I’ differenzierbar ist und dass F’' = —f gilt.

6.2.2 Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:
(a) [ gy (b) [sin®*(z)dz (c) [arcsin(z)dx
(d) [e™sin(x)dx () [VI—az2dx (f) [2°cos(z)dx
(g [ ﬁdm (h) [tan(z)dx.
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Tipp zu (e): Verwenden Sie die Substitution = = sin(t).
6.2.3 Auf]0,+oo| definieren wir eine Funktion Log durch

"t

Log (z) :=
1t

(Fiir o < List [7(--) =~ [1(--).)
Zeigen Sie direkt (d.h. ohne Verwendung der Logarithmusgesetze):

a) Log (z - y) = Log (z) + Log (y)
b) Log ist differenzierbar, streng monoton wachsend und

%i(m)#o fiir alle z € 10,400 .

Weiter ist
lim Log () = —oco sowie lim Log (z) = +o0.
z—0 r—00

Es existiert also eine differenzierbare Umkehrfunktion Exp : R — |0, +o0 [.
c) Die so definierte Funktion Exp erfiillt Exp (0) = 1 und Exp’(z) = Exp (z).

6.2.4 Man definiere a,, = fo7r/2sinm xdx (m=0,1,...). Zeigen Sie, dass die Rekur-

sionsgleichung
m+1

gilt. Das soll mit der (ebenfalls zu beweisenden) Ungleichung

Am+2 =

a a —
1< 22m o 8Bmol g meN

T a2m+4+1 - A2m+1

kombiniert werden, um die folgende Formel (das Wallis-Produkt) herzuleiten:

T ohm 1 (2m)?(2m — 2)2 ... 22
2 m—oo2m4+1 (2m—1)2(2m —3)2-.-12°

6.2.5 Gewinnen Sie die Potenzreihenentwicklung von arctan(z) und log(1+ z). Dazu

soll — bzw. —— als Summe einer geometrischen Reihe aufgefasst und gliedweise

1+a2 14z
integriert werden. Begriinden Sie die Korrektheit dieser Vorgehensweise.

Zu Abschnitt 6.3

6.3.1 Berechnen Sie fﬂ%(2m + i) sin(z) dz.
s o 2

6.3.2 Existiert [ ey 4z ?

6.3.3 Zeigen Sie:

a) [, Hhe gy existiert.

b) f0+°° %daﬁ existiert nicht.

6.3.4 Zeigen Sie, dass die Gammafunktion konvex ist.

Zu Abschnitt 6.4

6.4.1 Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:
a) g(x) = foscos(mQt4) dt,

b) g(z) = ffi\/l + t2x2 dt.
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6.4.2 Zeigen Sie durch Berechnung der Ableitung, dass die durch
5
o(z) = / (14 22 de
0

definierte Funktion auf [0, 1] monoton steigend ist.
6.4.3 Bestimmen Sie die Ableitung von g(z) = f0+°ccos(:r2t4)e_2t dt auf R.

Zu Abschnitt 6.5

6.5.1 Sei f(x) == fiir € [0,1]. Berechnen Sie die LP-Normen fiir p € [1, +o0].
Es zeigt sich, dass [|f|, fiir p — oo gegen ||f]|_, geht. Beweisen Sie, dass das fiir alle
Intervalle [a,b] und alle f € C'[a,b] richtig ist.

6.5.2 Fiir f € C[0,1] und p € [1,+oo[ gilt [|f]l, < [Ifll- Fiir welche f gilt sogar
£l = 1F1lo?

6.5.3 Setzen Sie in der Holderschen Ungleichung f = g und finden Sie so eine Bezie-
hung zwischen den Normen || f|l,, || f]l, und || f[],.

Zu Abschnitt 6.6

6.6.1 Sei K ein Korper mit Differentiation. Zeigen Sie, dass die Menge der Konstanten
einen Unterkorper bildet.

6.6.2 Beweisen Sie, dass ¢/z + 1 — x algebraisch iiber K,y ist.

6.6.3 Geben Sie ein Beispiel fiir ein ¢, das gleichzeitig algebraisch, logarithmisch und
exponentiell ist.

6.6.4 Begriinden Sie, dass ™”/2 keine einfache Stammfunktion hat.

6.6.5 Fiir k € N mit £ > 2 hat ey"’c keine einfache Stammfunktion.






Kapitel 7

Anwendungen der
Integralrechnung

Wir haben die Integralrechnung am Anfang von Kapitel 6 mit dem Problem der
Flidchenmessung motiviert. Bei dieser Fragestellung spielt Integration wirklich
eine wichtige Rolle, doch betrifft das nur einen Bruchteil der Anwendungsmog-
lichkeiten. In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dass mit Integralen auch viele
Fragen beantwortet werden kénnen, die mit Flichen selbst bei genauestem Hin-
sehen nichts zu tun haben.

Die hier vorgestellte Auswahl ist bei weitem nicht vollstéindig. Sie, liebe Le-
serinnen und Leser dieses Buches, werden im Laufe Threr zukiinftigen Beschéfti-
gung mit der Mathematik noch viele weitere Beispiele kennen lernen. Ich habe
versucht, Anwendungen auf sehr verschiedene Fragestellungen zusammenzustel-
len, das, was sie finden, ist von personlichen Vorlieben beeinflusst. Die hier
behandelten Themen haben deswegen auch ein anderes Gewicht als die anderer
Kapitel, einige sind , Kiir®; zur ,Pflicht* gehoren die Abschnitte 7.1, 7.2 und
7.3. Meine Empfehlung: Schauen Sie sich vorldufig nur die hier behandelten Er-
gebnisse an, es hingt von Threr Belastbarkeit und Threr Zeit ab, ob und wann
Sie die Beweise genauer durcharbeiten.

Das Kapitel beginnt in Abschnitt 7.1 mit der Beschreibung eines allgemeinen
Approximationsverfahrens: Kann man stetige Funktionen f so durch Funktio-
nen g annahern, dass g ,,besonders gute“ Eigenschaften hat? Ja, das geht, und
was ,,besonders gut“ bedeuten soll, darf man sich innerhalb gewisser Grenzen
sogar aussuchen. Als wichtiger Spezialfall wird sich der Approximationssatz von
Weierstraf$ ergeben; er besagt, dass stetige Funktionen auf kompakten Interval-
len beliebig genau durch Polynome approximiert werden kénnen.

Als Néchstes nehmen wir in Abschnitt 7.2 das Thema , Kurvendiskussion*

aus Abschnitt 4.3 noch einmal auf. Unter anderem wird eine Integral-Variante
des Restglieds in der Taylorformel hergeleitet.

Dann kitmmern wir uns noch einmal um die trigonometrischen Funktionen.
In der Schule lernt man — zum Beispiel — den Sinus als ,, Gegenkathete durch Hy-
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potenuse® kennen. Wie diese Definition mit dem in Abschnitt 4.5 eingefithrten
Sinus zusammenhéngt, soll in Abschnitt 7.8 untersucht werden.

Es folgt, in Abschnitt 7.4, die Beschreibung einer wichtigen Technik, durch
die man sehr wirkungsvoll gewisse Differentialgleichungen 16sen kann: Mit Hil-
fe der Laplacetransformation — einer speziellen Integraltransformation — ist es
moglich, Differentiationsprobleme in algebraische Probleme zu verwandeln, ganz
genau so, wie durch die Logarithmenrechnung multiplikative in additive Aufga-
ben umformuliert werden.

In Abschnitt 7.5 soll demonstriert werden, dass es Querverbindungen von
der Analysis zur Zahlentheorie gibt. Wir konstruieren , konkrete“ transzendente
Zahlen, und die zahlentheoretischen Eigenschaften von e und 7 werden néher
untersucht.

Als letzte Anwendung der Integralrechnung beweisen wir in Abschnitt 7.6
ein fiir die Theorie der Differentialgleichungen fundamentales Ergebnis: Der Satz
von Picard-Lindeldf besagt, dass unter gewissen Voraussetzungen Existenz und
Eindeutigkeit fiir die Losungen garantiert werden kann. Eine wichtige Rolle
werden dabei die hier behandelten Eigenschaften der Abbildung f +— fab ft)dt
und der Banachsche Fixpunktsatz spielen.

7.1 Faltungen und der Approximationssatz von
Weierstraf3

In diesem Abschnitt geht es darum, vorgelegte Funktionen durch andere zu
approximieren, die gewisse wiinschenswerte Eigenschaften haben. Wir werden
ein allgemeines Verfahren angeben und dann ein konkretes Beispiel diskutie-
ren: Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen kénnen beliebig genau durch
Polynome angenihert werden (Satz von Weierstrafs).

Das nachstehend zu beschreibende allgemeine Verfahren beruht auf der Kombi-
nation von zwei Tatsachen:

1. Approximation

Sei ¢ : [a,b] — [0,400] eine stetige Funktion mit Integral 1. Weiter soll
f:la,b] — R eine weitere stetige Funktion sein, so dass o < f(z) < S fiir alle
x gilt.

Dann ist stets ap(z) < f(x)p(z) < Bp(z), und aus der Monotonieeigen-
schaft der Integration ergibt sich

o= / ) d < / ' flahola) de < / Bplayde = 5.

Schwankt also insbesondere f wenig auf [a,b], gilt etwa

CHEICHICORE
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fiir ein ,kleines“ € > 0 und alle z, so ist

]f(a;b) - [ 1@

Als Variation dieser Idee betrachten wir nun ein stetiges f : R — R und
ein zp € R. Wenn man € > 0 vorgibt, kann man ein § > 0 so finden, dass

f(zo) —e < f(x) < f(x0) +¢

tir alle € [xg — 0,29 + ¢] gilt. Und ist dann ¢ : [zg — 6,29 + ] — [0, +o0|
integrierbar mit f;o[’j;gp(w) dr = 1, so wird wieder

<e.

<e

zo+0
‘f(wo) - / f(@)p(a) dx

zo—0

gelten. Da unter dem Integral nur die Werte von f in der Néhe von z auftreten,
kann man das Ergebnis so interpretieren, dass ¢ die f-Werte iiber das Intervall
[z9 — 0,20 + ] ,,gemittelt* hat.

Solche ¢ sind leicht zu finden. Man kénnte zum Beispiel diejenige Funktion
wiihlen, die konstant gleich 1/(29) ist, denkbar sind aber auch Funktionen, die
sich stetig oder gar differenzierbar auf ganz R fortsetzen lassen.

AR ()0

Fldache =1

-6 0 R

Bild 7.1: Ein Beispiel mit xg = 0

2. Ubertragung von Giiteeigenschaften

Wenn eine Funktion g durch Integration definiert ist, also etwa

b
o(z) = / Fyb(a, byt

gilt, so ist aufgrund der Ergebnisse von Abschnitt 6.4 fiir die analytischen Ei-
genschaften von g nur wichtig, wie sich die Funktionen x +— (z,t) verhalten.
Wenn also zum Beispiel fiir alle ¢ die Funktion x — 9 (x,t) n-mal differenzierbar
ist, so wird g n-mal differenzierbar sein.

Durch Kombination dieser beiden Aspekte gelangt man zu der folgenden Strate-
gie, um ein vorgegebenes f durch Funktionen mit vorgegebenen Eigenschaften
zZU approximieren:
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Wiéhle ¢ so, dass gilt:

e Fiir jedes x ist t +— (x,t) eine positive Funktion, das Inte-
gral ist gleich 1 und nur in der Ndhe von x gibt es von Null
verschiedene Werte. Dann wird

b
g:xT— / F@)(z, t)dt

eine Funktion sein, die nahe bei f liegt.

e Die Abbildungen x +— 1) (z,t) sind so bestimmt, dass

b
xr—>/ F@)(z, t)dt

die im konkreten Einzelfall gerade gewiinschten Eigenschaften
hat.

Ein allgemeines Approximationsverfahren‘

Die eben beschriebene Strategie soll nun etwas priziser umgesetzt werden.
Wir beginnen mit einer Funktion ¢ wie der in Bild 7.1. Wenn man dann irgend-
ein z aus R vorgibt, so sieht der Graph von t — ¢(x — t) im Wesentlichen so
aus wie der von ¢: Er ist nur zunichst an der y-Achse gespiegelt worden, und
dann wurde alles um z verschoben. Das bedeutet, dass die Funktion p(z — )
die erste der Eigenschaften hat, die wir uns fiir ) eben gewiinscht haben. Und
daher ist die folgende Definition — die fiir fast beliebige f und ¢ sinnvoll ist —
nicht iiberraschend:

Definition 7.1.1. Es seien ¢, f : R — R stickweise stetig und f oder ¢
verschwinde auferhalb eines kompakten Intervalls®. Wir erkliren dann eine
Funktion o x f : R — R durch

+o0

(p* f)(z) = / o(x —t)f(t)dt.

—0o0

(Man beachte dabei: Aufgrund unserer Voraussetzungen ist das in der Definition auf-
tretende Integral eigentlich ein Integral des Typs f(f, wobei a und b von x abhdingen
konnen; deswegen ist die Ezistenz fir jedes x sichergestellt.)

Die Funktion ¢ x f heiffit die Faltung von ¢ mit f.

Bemerkungen und Beispiele:

1. In den meisten Fillen wird o f nicht explizit zu bestimmen sein. Als einfaches
Beispiel nehmen wir an, dass f und ¢ beide auf [0,1] den Wert 1 haben und
sonst verschwinden. Dann gilt fiir die Funktion ¢ — @(a — t) f(¢): Sie ist genau

D Man sagt dann auch, dass f einen kompakten Triger hat.
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dann gleich 1 (und sonst Null), wenn sowohl ¢ als auch z—¢ in [0, 1] liegen, also
genau dann, wenn ¢ im Schnitt der Intervalle [0,1] und [2—1, 2] liegt. Daraus
folgt:

x ze[0,1]
(pxfilx)=< 2—2 x€][1,2]
0 sonst.

2. Aus den Eigenschaften des Integrals ergeben sich Folgerungen fiir die Faltung:
Zum Beispiel ist klar, dass stets o (f14 f2) = @ fi+p* found px(rf) = r(e*f)
fiir reelle Zahlen r gilt.

Uberraschender ist die Kommutativitit der Faltung: (¢ * f)(x) = (f * ¢)(x).
Diese Gleichung ergibt sich — bei festem x — durch die Substitution © = x—t, man
muss dazu a, b bei vorgegebenem z so wihlen, dass die auftretenden Funktionen
aulerhalb der Integrationsgrenzen verschwinden:

b
(ox @) = / o —t)f () dt

- -/ o) e — ) du

—a

= [ etufe - wdu

—b

(f * o) (@).

Aufgrund unserer Voriiberlegungen sollte px* f die Funktion f approximieren,
wenn ¢ ,sehr stark bei Null konzentriert* ist. Wir wollen nun prézisieren, was
das fiir Funktionenfolgen bedeuten soll?):

Definition 7.1.2. Sei K,, : R — [0, +o00 | fiir jedesn € N eine stetige Funktion.
Die Folge (K, )nen heifit Diracfolge®), wenn gilt

=0 +oo
\V/ 3 \v/ [ Kn(x) de + Ky(x)dx <e

€,0>0 nogeEN n>ng 8

und
+oo
K, (z)dx = 1.
neN v —°

2)Funktionen, die durch Faltung zu neuen Funktionen Anlass geben, heifien aus traditio-
nellen Griinden Kernfunktionen; deswegen verwenden wir den Buchstaben K statt ¢, die
Verwechslungsmoglichkeiten mit kompakten Mengen sind gering.

3)Dirac: Professor in Cambridge und Oxford; Mitbegriinder der Quantentheorie; die hier
eingefiihrten Dirac-Folgen sind eine Moglichkeit, mit der Dirac-,, Funktion*“ ohne Verwendung
von Distributionentheorie exakt zu arbeiten.

PauL DIRAC
1902 — 1984

Diracfolge
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AR

Bild 7.2: Eine Diracfolge

(Beispiele fiir Diracfolgen sind schnell gefunden. Man kénnte K,, zum Bei-
spiel als n auf [0,1/n] und als Null sonst definieren.) Dass durch Faltungen mit
Diracfolgen das in der Einleitung zu diesem Abschnitt formulierte Ziel wirklich
erreicht wird, steht in

Satz 7.1.3. Sei f:[a,b] = R stetig und (K,)nen eine Diracfolge. Wir setzen
f zu einer stetigen Funktion von R nach R fort, indem wir f links von a (bzw.
rechts von b) als f(a) (bzw. f(b)) definieren.

Dann konvergiert die Folge (f % Ky)nen auf [a,b] gleichmdf$ig gegen f.

Beweis: Es sei ¢ > 0. Wir werden zeigen, dass

|(f+ Kn)(2) = f(2)] < e[ fllc + 1)

fiir alle « € [a,b] gilt, wenn nur n geniigend grof3 ist.

Zunichst wihlen wir ein 6 > 0, so dass

Y ls =t < 0= |f(s) = f(D)] <&

s,t€[la—1,b+1]

das ist wegen der gleichméBigen Stetigkeit von f auf [a—1,b+1] moglich®). Nun
bestimmen wir geméafl Definition 7.1.2 ein ng zu €, mit der Eigenschaft

—0 +oo
\v/ / K, (z)dx + K, (z)dx <e.
—o0 8

n>ng

YWir wollen annehmen, dass 6 < 1 gilt.



7.1. FALTUNGEN UND DER SATZ VON WEIERSTRASS 175

Es fehlt nur noch der Nachweis, dass die Zahlen (f * K,)(x) fiir n > ng und
x € [a,b] gleichméBig nahe bei f(z) sind. Wir beginnen die Rechnung damit,
dass wir den Betrag der Differenz durch drei Integrale abschétzen:

|(Fn ) () —
‘/JFOOK flz—t)dt — f(z) +00Kn(t)dt‘

—00

‘/m (x =) = f(2) Kn (t)dt’
—/_Oo If(x —1t) — f(2)|K,(t)dt
_/_:f(mt)f(x)Kn(t)dH

) +o0o
+ / e =) = F@lKa) di + /5 e — 1) — f(@) | Kn(t) dt

Im ersten und dritten Integral nutzen wir fiir den zu f gehorigen Faktor die
Ungleichung

If(@=1t) = f(@)] < |f(z =)+ [f(@)] < 2| fllo

aus. Beim zweiten iiberlegen wir, dass die dort auftretenden t-Werte betragsméfig
hochstens gleich § sind, nach Wahl von § also stets |f(z —t) — f(z)| < e gilt?).
Folglich kénnen wir die Abschétzung so fortsetzen:

5 8 +oo
< / 20Kty + / K dt+ /5 2l K (t) dt

—8 +o0 o
<20fll (/_OCKn(t) dt [ K dt) +e/_6Kn(t) dt
<e|fllo + 1)

Damit ist die gleichméfiige Konvergenz von (f* K,,) gegen f auf [a,b] bewiesen.
(|

‘ Der Weierstrafische Approximationssatz ‘

Das vorstehende allgemeine Ergebnis soll nun dazu verwendet werden, die
Approximierbarkeit stetiger Funktionen durch Polynome zu beweisen. Man muss
dazu die Kerne K, nur so wihlen, dass die K, * f Polynome sind. Unser Haupt-
ergebnis ist der

Satz 7.1.4. (WEIERSTRASS) Seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R
stetig. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein Polynom P, so dass

|f(x) — P(x)| < e fiir alle x € [a,b]

5)Hier wird wichtig, dass wir § < 1 angenommen haben, dadurch liegt  —tin [a — 1,5+ 1].

Approximationssatz
von Weierstraf
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gilt. Das ist gleichwertig zu || f — P|| ., < €, und deswegen kann man die Aussage

auch als ,Die Menge der Polynome auf [a,b] liegt dicht in (C[a,b],|| - |l)“
formulieren.
Beweis: Wir beweisen den Satz zunéchst fiir den Spezialfall [a,b] = [—1,1],

die allgemeine Situation wird sich leicht darauf zuriickfithren lassen.

1. Die Definition geeigneter Kerne:
Wir definieren L,, : R — R durch

0 sonst.

Es ist dann L,, > 0 fiir jedes n, und die Werte werden sich — bei grofiem n —
nur in der Nédhe von Null wesentlich von Null unterscheiden. Das Integral ist
sicher nicht 1, aber indem wir dadurch teilen, kann das leicht erreicht werden:
Wir definieren K,, : R — R durch

£) i= Ln(t) / /_:o L

dann ist das Integral tiber K, offensichtlich gleich 1. Beachte, dass die Funktion
K, auf dem Intervall [—3,3] mit dem Polynom

= (-5) /[0

iibereinstimmt, wir schreiben
2n
Pn (t) = Z a;c")tk
k=0

mit geeigneten aé") eR.

2. f* Kyl —1,1) ist ein Polynom fir jedes n:

Wir betrachten nun Faltungen, sei dazu f : [—1,1] — R stetig. Wir setzen
f zu einer stetigen Funktion auf R fort, die aulerhalb des Intervalls [—2,2]
verschwindet. Ist dann « € [—1,1], so ist die Funktion ¢ — f(t)K,(z — t)
auflerhalb von [—2,2] gleich Null. Fiir die ¢ mit [¢| < 2 ist aber |x —t| < 3, bei
der Berechnung des Integrals darf folglich K,, durch P, ersetzt werden. Es folgt
fiir |z| < 1:

—+o00

(K f)(2) Kn(x—t)f(t)dt

[
\M‘
8
=
)
|
=
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(5 (o) e

inj “”Z()(/ th—i f(t)dt)-:rj.

k=0 j=0

Das ist ein Ausdruck der Form Zzn 27, die Funktion K, * f [[=1,17 ist also
ein Polynom.

3. (Kp)nen ist eine Diracfolge:
Nach Konstruktion gilt fj;: K, (t)dt = 1. Vor dem Nachweis der noch feh-

lenden Bedingungen zeigen wir, dass fj;:Ln(t) dt ,nicht zu klein“ wird. Bei
der folgenden Rechnung nutzen wir aus, dass L, symmetrisch ist: Deswegen ist

[0 La(tydt = [ Ly(t) dtd.
/;ooLn(t)dt = /3(1—§>ndt
2[5
: f(l-%>( )
1
-y

6
n+1"

3

0

Damit ist fiir jedes 6 > 0:

-4 +oo oo
K, (t)dt + K (t) dt 2 / K, (t)dt
5

h 5 _ Q/SKn(t)dt
B (1- 2/9
_ /f !
< ";1/6 (1—%) dt

n+1 52\"
< 1-==) -(3=9).
- 3 ( 9) (3-9)

6)Bei einem formalen Beweis wiirde man u = —¢ substituieren, wegen der Symmetrie erge-
ben sich die gleichen Integrale.
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Dabei haben wir ausgenutzt, dass wegen der Symmetrie von K, die Integra-
le f:foKn(t) dt und || 6+00Kn(t) dt iibereinstimmen; in der letzten Ungleichung
haben wir die auf dem Intervall [§,3] fallende Funktion (1 — ¢2/9)" durch den
groften Wert (1 — 62/9)™ abgeschiitzt, das Integral konnte danach einfach als
»Wert der Funktion mal Intervalllinge“, also als (1 —4§2/9)"(3 — J) ausgerechnet
werden.

Erinnert man sich nun daran, dass ng" fiir |¢| < 1 mit n — oo gegen Null
geht™) | so ist damit gezeigt, dass (K,) eine Diracfolge ist. Und damit ist aufgrund
von Satz ?? der Satz von Weierstraf$} fiir den Fall [a,b] = [—1, 1] vollstindig
bewiesen.

Nun seien a und b beliebig, wir betrachten die durch

h(m)::a—i—x;rl-(b—a)

definierte Funktion h: [—1,1] — [a,b].

Ist dann f € C[a,b], soist foh € C[—1,1], dh. zu e > 0 gibt es ein
Polynom P auf [—1,1] mit || f o h — P||, <e. Da h™! explizit als die Funktion
y +— 2(y — a)/(b— a) — 1 geschrieben werden kann, ist Q(y) := P o h™1(y) ein
Polynom. Und weil fiir jedes z die Gleichung Q (h(z)) = P((hoh™')(z)) = P(x)
gilt, folgt fiir y € [a,b]:

f) QW = [(fon)(h(y) — (Qoh)(h'(y))]
= [(fon)(h () - P(h' ()]

< e.

Damit ist der Satz von Weierstraf} vollstindig bewiesen. 0

Bemerkungen:

1. Man sollte sich klarmachen, dass das Ergebnis eigentlich nicht zu erwarten
war: Polynome sind Funktionen, die sich durch Additionen und Multiplikatio-
nen, also durch algebraische Operationen definieren lassen. Stetige Funktionen
dagegen sind mit Hilfe der Metrik des Grundraums erkliart. Warum sollte das
eine mit dem anderen etwas zu tun haben?

2. In diesem Zusammenhang ist noch einmal daran zu erinnern, dass fiir mathe-
matische Modellierungen zwar die verschiedensten stetigen Funktionen eine Rol-
le spielen (Sinus, Logarithmus usw.), dass man mit Computern aber eigentlich
nur Polynome berechnen kann. Deswegen sind Ergebnisse von grolem Interesse,
durch die die Approximierbarkeit von Funktionen durch Polynome garantiert
wird.

3. Es ist wichtig zu betonen, dass der Satz nur fir kompakte Intervalle gilt. Es
ist — zum Beispiel — nicht richtig, dass jedes stetige f : R — R beliebig genau
durch Polynome approximiert werden kann.

7)Die Reihe der ng™ ist sogar konvergent, das folgt sofort aus dem Quotientenkriterium.
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a) Begriindung: Betrachte etwa f(z) = sin z. Da die einzigen beschrinkten
Polynome die konstanten Abbildungen sind, ist die Nullfunktion die beste
Polynom-Approximation an f. Fiir sie (und nur fiir sie) ist der Abstand
zu f gleich 1, und bessere Aproximationen durch Polynome sind nicht
moglich.

Auch exp x kann nicht durch Polynome approximiert werden: exp x geht
némlich schneller gegen Unendlich als jedes Polynom P, und deswegen ist
stets sup, |expx — P(x)| = +o0.

b) Die ganze Wahrheit: Es ist sogar noch dramatischer, denn die einzigen
Funktionen von R nach R, die beliebig genau durch Polynome appro-
ximiert werden koénnen, sind die Polynome selber. Um das einzusehen,
betrachten wir ein f, fiir das eine Folge (P, ) von Polynomen so existiert,
dass sup, | f(x) — Pn(x)| — 0. Ist dann no so groB, dass der Abstand zu f
fir die P, mit n > no héchstens gleich 1 ist, so ist ||Pn — Pp||,, < 2 fiir
die n,m mit n,m > ng. P, und P,, unterscheiden sich also hochstens um
eine Konstante, es ist also P, = Py, + cn.

Wegen der vorausgesetzten Konvergenz existiert ¢o = lim ¢,,, und notwen-
dig ist f = Pn, + co.

4. Es ist verfithrerisch, eine iiberraschende (falsche!) Folgerung anzugeben: Wir
behaupten némlich, dass sich jede stetige Funktion f : [a,b] — R in eine
Potenzreihe entwickeln ldsst. Die (falsche!) Begriindung konnte so aussehen:

Wihle zu e = 1, ¢ = 1/2 usw. Polynom-Approximationen und nenne
das zu ¢ = 1/k gehérige Polynom Pj. Schreibe

Pi(z) = ag+aixz+-- +anz™,
Py(z) = ap+arxz+--+ap,a™ 4+ ap,z™?,
Py(x) = aotarw+ -4 apna™ +-- 4 +ayz",

Da die Py gegen f konvergieren, stimmt f mit der Potenzreihe
ap + a1z + agx? + - - - iiberein.

Konnen Sie die zwei Fehler finden, die sich in dieses Argument eingeschlichen
haben?

Der Satz von Weierstral war das letzte der Ergebnisse zum Thema , Poly-
nome“ dieses Analysis-Buches. Wir fassen zusammen:
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Polynome: Die wichtigsten Fakten

1. Die Definition: Ein Polynom mit Koeffizienten in K ist eine Funktion® von
(einer Teilmenge von) K nach K, fiir die das Bildungsgesetz durch einen Aus-
druck der Form

z—ag+ ozt -+ az”

gegeben ist, wobei die ag, . . ., a,, die so genannten Koeffizienten, zu K gehoren.

2. Der Grad: Der Grad eines Polynoms ist die grofite Zahl £ mit a; # 0. Das
Nullpolynom, bei dem alle aj, verschwinden, hat nach Definition den Grad —oo.
Mit dieser Definition ist sichergestellt, dass der Grad eines Produktes stets die
Summe der Grade der Faktoren ist.

3. Taylorapproximation: Fiir Funktionen, die geniigend oft differenzierbar sind,
kann man oft eine Approximation durch Polynome finden, die auf kleinen Teilin-
tervallen bemerkenswert gut ist. Genauere Abschétzungen miissen im Einzelfall
mit der Restgliedformel bestimmt werden.

4. Nullstellen: Uber die Nullstellen von Polynomen weif man gut Bescheid. Der
Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes Polynom n-ten Grades mit Ko-
effizienten aus C genau n Nullstellen in C besitzt (die allerdings nicht notwendig
verschieden sein miissen). Achtung: Ersetzt man C durch R, so stimmt dieser
Satz nicht. Polynome mit reellen Koeffizienten haben evtl. iberhaupt keine re-
ellen Nullstellen.

5. Bedeutung: Die Kenntnis von Nullstellen von Polynomen spielt in vielen Be-
reichen eine wichtige Rolle. Wir haben in Abschnitt 4.6 die Losbarkeit von Dif-
ferentialgleichungen darauf zuriickgefiihrt, in Abschnitt 6.2 wurde die Zerlegung
eines Polynoms in lineare und quadratische Faktoren bei der Integration durch
Partialbruchzerlegung benétigt, in der Linearen Algebra sind Eigenwerte einer
Matrix die Nullstellen eines geeigneten Polynoms usw.

6. Satz von Weierstrafs: Stetige reellwertige Funktionen auf kompakten Inter-
vallen kénnen beliebig genau durch Polynome approximiert werden.

7.2 Kurvendiskussion

In diesem Abschnitt soll das Thema ,,Kurvendiskussion* fortgesetzt werden:
Welche zuséatzlichen Resultate lassen sich mit Hilfe der Integralrechnung zeigen?
Wir hatten in Abschnitt 4.3 mit Hilfe der Mittelwertséitze und der Taylor-
formel eine Reihe von Ergebnissen bewiesen, durch die man aus lokalen Eigen-
schaften einer differenzierbaren Funktion f auf ihr globales Verhalten schlielen
kann. Zum Beispiel muss bei Extremwerten £ im Innern des Definitionsbereiches
/(&) = 0 sein, und f ist genau dann monoton steigend, wenn f’ > 0 gilt.
Beim Beweis spielten die Mittelwertsditze eine wesentliche Rolle. Durch sie
werden die Funktionswerte an den Réndern eines Intervalls mit der Ableitung

8) Achtung: In der Algebra werden Polynome etwas anders aufgefasst. Es sind dann nicht in
erster Linie Funktionen, sondern Elemente eines Polynomrings.
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an einer Zwischenstelle ¢ in Verbindung gebracht, dabei weifl man iiber das £ im
Allgemeinen gar nichts. Hier sollen nun einige ,,explizite“ Ergebnisse behandelt
werden, durch die ebenfalls eine Verbindung zwischen f’ und f hergestellt wird.

Als Erstes erinnern wir uns daran, dass man wegen Satz 6.2.2 die Integrati-
on stetiger Funktionen auf das Auffinden von Stammfunktionen zuriickfithren
kann. Insbesondere folgt: Ist f : [a,b] — R eine Funktion, fiir die [’ existiert
und stetig ist, so muss

fa) = @)+ [ 7o) (7.1)

gelten, denn da f sicher eine Stammfunktion zu f’ ist, ldsst sich faz () dt als
f(t)!i = f(z)— f(a) berechnen. Aus (7.1) kann man sofort zwei schon bekannte
Ergebnisse ablesen, ndmlich

o Ist f/ =0, soist f eine konstante Funktion (Korollar 4.2.3(i)).

e Ist />0, so ist f monoton steigend (Korollar 4.2.3(ii)).

Wer nun meint, wir hétten mit der Kurvendiskussion bis nach der Behandlung der
Integration warten sollen, um uns den Beweis der Mittelwertséitze zu ersparen, soll-
te zwei Punkte bedenken: Erstens wurden die Mittelwertsidtze im Integrationskapitel
schon mehrfach benutzt (zum Beispiel im Beweis von Satz 6.2.2), und zweitens gilt Ko-
rollar 4.2.3 fiir beliebige differenzierbare Funktionen, wihrend bei dem neuen Ansatz
f' stetig sein muss.

Diese Umformulierungen kann man fortsetzen. Auf Seite 136 haben wir doch
bemerkt, dass die zweite Ableitung der Funktion

- /Z(xft)f(t)dt

gleich f ist. Wenn f” stetig ist, wissen wir damit, dass

o= [(@-nroa

die gleiche zweite Ableitung hat wie f, ndmlich f”. Nun haben wir in Bemer-
kung 4 nach dem Beweis der Taylorformel (Satz 4.3.2) gesehen, dass die einzigen
Funktionen mit verschwindender zweiter Ableitung die Funktionen der Form
« + Bz sind. Also muss f — ¢ auch so darstellbar sein. a und 3 ergeben sich
durch Einsetzen?, es folgt, dass fiir alle & € [a,b] die Gleichung

f@) = f(a) + f'(a)(z — a) + /z(l’ —t)f"(t)dt (7.2)

gelten muss. Daraus ergibt sich eine interessante Folgerung, als Vorbereitung
definieren wir:

DWenn f(z) — o(z) = a + Bz ist, so folgt o + fa = f(a), indem man = = a setzt (beachte,
dass p(a) = 0 gilt). Entsprechend ergibt sich 8 = f/(a), wenn man ableitet und = = a einsetzt.
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Definition 7.2.1. Eine Funktion f :[a,b] — R heifit konvex, wenn

Fa+ (1 =Ny) < Af(x) + (1= f(y)

fir alle z,y € [a,b] und alle X\ € [0,1] gilt. Konveze Funktionen sind damit
dadurch charakterisiert, dass ihr Graph jeweils unter der Verbindungsstrecke
zwischen zwei Punkten des Graphen liegt'?) .

AR

< f@+iw)
=~ 2

Y S

Bild 7.3: Eine konvere Funktion
f heif$t konkav, wenn —f konvex ist.

Korollar 7.2.2. Die Funktion f : [a,b] — R sei zweimal differenzierbar, wir
setzen voraus, dass f" stetig ist. Dann sind dquivalent:

(i) f ist konvex.
(i) Es ist f"(x) >0 fir jedes x.

Beweis: Wir modifizieren die eben hergeleitete Darstellung fiir f etwas, indem
wir eine Funktion % durch

x—t tela,x]

w(“):{ 0 telmb]

definieren (z,t € [a,b]); vgl. Bild 7.4.

Diese Funktion ist stetig, und unter Verwendung von v kénnen wir Gleichung
(7.2) als

b
f(x) = f(a) + f'(a)(z — a) + / G, t)f"(t) dt (7:3)

schreiben.

10)Dazu muss man sich daran erinnern, dass die Punkte der Verbindungsstrecke von x nach
y genau diejenigen sind, die die Fom Az + (1 — A\)y mit A € [0, 1] haben.
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(1)

Bild 7.4: Die Funktion

Nun ist der Beweis von ,,(ii)= (i) leicht zu fiithren. Sind z,y € [a,b] und
A €[0,1], so gilt fiir jedes ¢ die Ungleichung

Fiir festes t kann die Funktion « +— ¢ (z,t) ndmlich explizit als

0 x <t
w(x,t>:{ et z>t

beschrieben werden, und diese Funktion ist offensichtlich konvex.

Da f” nach Voraussetzung nichtnegativ ist, bleibt die Ungleichung bei Mul-
tiplikation mit f”(¢) erhalten, und deswegen folgt durch Integration:

b b b
[ obara-Np ) @de < [ vanf @ a-3 [ oo
Durch Addition der Gleichung

fl@)+f'(@)(Az+(1-Ny—a) = X(f(a)— f'(a)(z—a)) +(1-X)(f(a)~ '(a) (y—a))
ergibt sich mit (7.3) die Konvexitét von f.

Sei nun umgekehrt f konvex. Wir geben ein o € Ja,b[ vor und entwickeln
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fir n € N die Funktionswerte f(zo + 1) gem#B der Taylorformel 4.3.21):

1) = g+ L0, 206D,
1) = g L0 26,

dabei ist

1 1
xo— — <& <wg < EF <wo+ —.
n n
Wegen der Konvexitét von f ist

f(xo —1/n) + f(zo +1/n)

f(zo) < 3 ,

und das impliziert (durch Einsetzen)

o (£ + £1(60) 2 0.

Dann muss aber (f”(&,)+ f"(&5))/2 > 0 gelten, und wenn man noch beachtet,
das &1, €, gegen xo konvergieren, folgt aus der Stetigkeit von f”, dass f” auch
bei ¢ nichtnegativ ist.

Damit gilt f”|jq4; > 0, und eine nochmalige Erinnerung an die Stetigkeit
zeigt, dass f” dann auch auf ganz [a,b] nichtnegativ sein muss. O

Der Konvexitidtsbaukasten
Ist die Funktion g durch eine Integration der Form

b
@) = [ iz t)ptt)dt
definiert, so heifit das nach Definition des Integrals, dass g(x) bei

geniigend feiner Unterteilung von [a,b]ina =ty <t; <--- <t, =b
durch die Summe

Z (@, t:)p(t:) (tit1 — ti)

approximiert werden kann.

Wn soll so groff sein, dass o + 1 € [a,b].
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Das bedeutet doch, dass g so etwas wie eine gewichtete Mischung aus
den Funktionen (-, t) ist, wobei die Wichtung durch die Funktion
p gegeben ist.

Der vorstehende Satz kann dann so gelesen werden: Jede zweimal
stetig differenzierbare konvexe Funktion mit f(a) = f’(a) = 0 kann
aus den nachstehend skizzierten konvexen Funktionen (-, t) geméfl
(7.3) aufgebaut werden, wobei die Wichtung durch f” gegeben ist.

R

— ¢ b:R

Bild 7.5: Die Funktion (-, t)

Ein derartiges ,,Zusammensetzen aus typischen, einfachen Baustei-
nen“ findet man in vielen Bereichen der Mathematik. In der Fourier-
analyse wird zum Beispiel versucht, vorgelegte Funktionen aus den
sin(At), cos(At) mit A € R zusammenzusetzen.

Wir kommen nun zu einer Verallgemeinerung von Formel (7.2), nach welcher
das Restglied in der Taylorformel immer durch ein Integral ausgedriickt werden
kann:

Satz 7.2.3. Sei [ :[xo,2] — R eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funk-
tion. Dann gilt

") (g 1 [* .
o) = 3 g e =+ 5 [ @
k=0 *
d.h. das Restglied in der Taylorentwicklung ist gegeben durch
1 x
Rat) == [ o= 0750 .
n! J.,

Beweis: Wir zeigen den Satz durch vollstindige Induktion nach n.
Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt nach Satz 6.2.2

@) = ) + | o

und das war zu zeigen.

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein festes n € N gelte die Aussage von (7.4):

mfR) (g @
flz) = Z M(m — o)k + %/ (z — )" fOFD () dt.

k!
k=0 0

Integralform
des Restglieds
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Induktionsschluss: Wir schreiben den Integranden in der vorstehenden Formel
als /1, wobei ¢/ (t) = (x — )", (t) = fHD(t). Wegen

(IB _ t)n+1

o wmd Y = U

p(t) = —

ergibt sich durch partielle Integration

/vaww

xo

A0, - [ e a

xo

(n+1) 1 x
_ [T @) - +(1m°) (x —20)" ™! + pr / (z — )" L2 (¢ dr.
Es folgt
n+1 k) T
Fla) = kZ @) g [ e,
=0 Zo
und das ist gerade (7.4) fiir n + 1. O

Mit Hilfe von Satz 6.4.3 (Differentiation unter dem Integral bei variablen
Grenzen) kann man auch einen alternativen Beweis geben. Man definiere
eine Funktion g durch

. (k) Zo k * n p(n+1
D B g A AR UL

k!
k=0 0

und dann h durch h := f — g. Mit Satz 6.4.3 folgt, dass h("™D = 0 gilt.
Also muss h ein Polynom hochstens n-ten Grades sein, und da — wieder
nach dem gleichen Satz — h(zo) = h'(x0) = --- = h{™ (x9) = 0 ist, ergibt
sich h = 0.

Das bedeutet f = g, und damit ist die Behauptung gezeigt.

Zwischen der Integralform des Restglieds und den schon bekannten Darstel-
lungen besteht ein enger Zusammenhang. Um den behandeln zu kénnen, zeigen
wir zunéchst:

Satz 7.2.4. (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Es sei f: [a,b] — R stetig und g : [a,b] — [0,4+o00[ Riemann-integrierbar.
Dann gibt es ein & € |a,b[ mit

[ st = 5@ [ ot v

Bemerkung: Im speziellen Fall g = 1 besagt das Ergebnis, dass man fab f(z)dx
als Fliiche eines Rechtecks mit den Seitenléngen b—a und f(§) fiir ein geeignetes
& schreiben kann:
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AR

R

Bild 7.6: Mittelwertsatz der Integralrechnung im Fall g = 1

Beweis: Ist f;g(:c) dz = 0, so gilt auch

b b
/ f(@)g(x)dz| < |If]l. / o) de =0,

wir kénnen also jedes beliebige ¢ wihlen.
Sei nun f:g(x) dzx > 0. Aufgrund des Satzes vom Maximum 3.3.11 gibt es
z1,22 € [a,b] mit

f(x1) < f(z) < fla2).

z€[a,b]
Wegen g > 0 folgt

Y f@)g(a) < f@)g) < flaz)g(x),

z€[a,b]
und Satz 6.1.7(iv) impliziert, dass
b b b
f@n)- [ g@)de < [ f@gerdo < faz)- [ gla)ds
gilt. Nach Teilen durch f:g(x) dx ergibt sich

Sy F@)g(x) do
I < 4 - -
f(x) Poe)da

und der Zwischenwertsatz (Satz 3.3.6) liefert ein £ € [a,b] mit

b
_ S f(@)g(@)dx
= - .
[ g(x)dx
Das zeigt die Behauptung. (]

< f(l'g),

f(&)

Auf diese Weise erhalten wir noch einmal die schon mit anderen Mitteln
hergeleiteten Formeln fiir das Restglied (vgl. Satz 4.3.2 und das Beispiel nach
Definition 4.4.10):



Restglied:
Lagrange

Restglied:
Cauchy
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Korollar 7.2.5. Sei f : [zg,2] — R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion. Dann gilt

(i) Restglied nach LAGRANGE: Es gibt ein & € [xo, x| mit

1

eI ARICRCSEDA

Ry(z) =
(ii) Restglied nach CAUCHY: Es gibt ein § € [xo,x] mit
1
Ro(@) = 2o = 20)- £ () (@~ €)'

Beweis:
(i) Nach Satz 7.2.3 ist

Ro() = % - / " = 1y fD (1) .

0

Dieses Integral werten wir mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus,
wir wenden ihn auf die Funktionen f(**1) und t — (z —t)™ an. Es gibt also ein
& € [xo,x], so dass

Rie) = 450 [ @ — 1y dr

Zo

_ L e (e
= 17 ( nrl |,
Sl ey REARRGHCEE D

(ii) Wieder ist nur Satz 7.2.4 auf Satz 7.2.3 anzuwenden, diesmal mit g(t) = 1.

7.3 Sinus und Cosinus: der geometrische Ansatz

Als Motivation der trigonometrischen Funktionen hatten wir in Kapitel 4 nach
Losungen der Schwingungsgleichung " = —x gesucht. Losungen mit gewissen
Anfangsbedingungen wurden ,,Sinus* und ,,Cosinus® getauft, es blieb aber noch
offen, wie diese neuen Funktionen mit dem ,,Schulsinus® und dem ,;Schulcosinus®
— da wéhlt man einen geometrischen Ansatz — zusammenhéngen.

Mit Hilfe der Integralrechnung kann gezeigt werden, dass beide Zugéinge
erwartungsgeméf zum gleichen Ergebnis fithren. Das wird in diesem Abschnitt
hergeleitet, der Aufbau ist wie folgt:

e Argumentationen, die zu Integralen fithren.

e Was ist die Lénge einer Kurve?
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e Der ,,geometrische“ Sinus.

Argumentationen, die zu Integralen fiithren

Aus den Untersuchungen des Abschnitts 6.1 wissen wir, dass das Integral
f; () dz fiir stetiges ¢ : [a,b] — R durch Z:;ol o(x;) (241 —2;) approximiert
werden kann, wenn a = x¢ < - -+ < x,, = b eine geniigend feine Unterteilung von
[a,b] ist (vgl. den Beweis zu 6.1.7(ii)).

AR

Bild 7.7: Approximation des Integrals durch Rechtecke

Umgekehrt bedeutet das: Soll irgendein neuer Begriff sinnvoll definiert wer-
den und stellt sich heraus, dass ,gute“ Approximationen durch die Summe
Z?;Ol o(x;) (241 — x;) zu erhalten sind (wobei ¢ eine von der Problemstellung
abhéngige Funktion und ¢ = xg < --- < x,, = b eine hinreichend feine Unter-
teilung ist), so wird man den neuen Begriff am plausibelsten durch f; o(z) dz
erkldren.

Die Bedeutung dieser elementaren Beobachtung ist kaum zu iiberschétzen,
viele Definitionen, in denen Integrale auftreten, kommen so zustande. Als typi-
sches Beispiel behandeln wir das Problem, die Lénge einer Kurve zu messen.

Was ist die Linge einer Kurve?

Die Situation ist ganz &hnlich wie zu Beginn von Kapitel 6, da ging es um ein
verniinftiges Konzept zur Fliachenmessung. Wieder kénnte man ein Wunschpro-
gramm aufstellen: Die Linge soll eine nichtnegative reelle Zahl sein, beim ,,Zer-
schneiden“ von Kurven sollen sich die Langen addieren, eine Einheitsstrecke hat
die Lange 1 usw.

So ausfiihrlich soll das hier nicht entwickelt werden, wir kiimmern uns nur um
den Spezialfall, dass die Kurve der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion
f:[a,b] — R ist und folglich die Form {(z, f(x)) | = € [a,b]} hat.

Wir kombinieren dann die folgenden vier Punkte:

1. Wenn es eine verniinftige Definition fiir die Lange des Graphen von f gibt,
muss doch gelten: Ist a = zg < --- < x,, = b eine sehr feine Unterteilung
von [a,b], so sollte die Gesamtlinge aus den Léngen der Graphen von
flias,201 additiv zusammengesetzt sein.
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2. Ist die Unterteilung fein genug, so sollte es keinen grofien Unterschied
machen, ob man auf den Unterteilungsintervallen die Kurve selbst oder
die Tangente betrachtet. Ein typischer Anteil wiirde dann so aussehen:

(i1, f(2it1))
(xi, f (xz))
Bild 7.8: Die Lénge eines winzigen Graphenstiickchens
3. Wir ersetzen also den Graphen zwischen z; und x; 1 durch die Strecke
{(z, f(2:) + f (@) (x — 2)) | i <@ < @i -

4. Die Léange von Strecken kann man nach dem Satz von Pythagoras aus-
rechnen, man erhélt hier den Wert

\/(331:+1 — )%+ (f'(2)(wig1 — \/1 + (f'(z4)) $7+1 - xi).

Zusammen: Wenn es iiberhaupt sinnvoll geht, so sollte man als Niherung fiir
die Lénge den Wert

erhalten.

AR

Bild 7.9: Approximation der Gesamtlange

Das ist aber ein Ausdruck der Form Z?:_()l o(x;)(zit1 — i), aufgrund des
obigen Definitionsprinzips ist es also sehr nahe liegend, die Lange von Graphen
wie folgt zu definieren:
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Ist f:]a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion, so versteht
man unter der Lédnge des Graphen von f die Zahl

/ab,/l—k (f"(2))? da.

Man kann dann leicht zeigen, dass damit ein Langenbegriff mit sinnvollen Ei-
genschaften erklért ist. Wir berechnen ein

Beispiel: Linge von x — /1 — 22 zwischen —1 und 1; der Graph ist ein Halbkreis
mit Radius 1, es sollte also m herauskommen:

AR

Bild 7.10: Halbkreis als Funktionsgraph

Wirklich ist
T

fl(z) = A

fiir die Lange L ergibt sich also:

1 2
€T
A1+ ——=d
/_1 +1*$2 v

/1 dz
-1 \/1 —312

. 1
arcsin l’| 1

L

= .

(Dass arcsin z eine Stammfunktion zu 1/+v/1 — 22 ist, haben wir nach Satz 4.5.17
ausgerechnet.)

Das Bogenmafl

Es ist nun moglich, die Linge von Kurven — insbesondere die Lénge von
Kreisbogen — zu messen. Man kann den Begriff , Winkel“ darauf zuriickfithren,
indem man sagt, dass zwei vom Nullpunkt ausgehende Strahlen den Winkel z

Linge eines
Graphen
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Bogenmaf im Bogenmaf einschlieffen, wenn der von diesen Strahlen auf dem Einheitskreis
herausgeschnittene Kreisbogen die Lange = hat. So ist zum Beispiel der Winkel
zwischen den positiven Richtungen der a- und y-Achse gleich 7/2 im Bogenma$,
das entspricht einem Winkel von 90 Grad im Gradmaf.

Allgemein kann man sich merken:

360 mal Winkel im Bogenmafl
27
27 mal Winkel in Grad
360 '

Winkel in Grad =

Winkel im Bogenmaf

Der ,,geometrische* Sinus

Nun soll der Sinus geometrisch eingefiithrt werden. Dazu sei x ein Winkel, wir
messen ihn in Gegen-Uhrzeigerrichtung von der positiven Richtung der x-Achse
aus. Motiviert an der Definition der trigonometrischen Funktionen (Sinus o
= Gegenkathete durch Hypotenuse) aus der Elementargeometrie kénnte man
definieren:
Sinus im Fiir jedes x sei Sinus x (= Sinus im Bogenmaf}) die Ordinate desjenigen
Bogenmafl Punktes, der — auf dem Einheitskreis in Gegen-Uhrzeigerrichtung gemessen —
den Abstand x von (0,1) hat:

Bild 7.11: Sinus im Bogenmaf
Dann kann man zeigen:

Satz 7.3.1. Alte und neue Definition des Sinus fihren zum gleichen Ergebnis,
d.h. es ist sinx = Sinuszx fir alle x.
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Beweis: Sei xy vorgegeben, etwa xg > 0. (a,b) bezeichne denjenigen Punkt,
fiir den der auf dem Einheitskreis gemessene Abstand zu (1,0) gleich x ist!?).
Dann ist nach Definition gerade b = Sinus x, andererseits gibt es y € 0,27
mit a = cosy und b = siny; es ist y = xg zu beweisen (vgl. Satz 4.5.16).

Wir zeigen das fiir den Fall a,b > 0 (die anderen Fille sind analog zu
behandeln), die Aussage lduft dann auf ,y = Bogenlinge des Graphen von
x — /1 — x2 zwischen cosy und 1% hinaus, denn dann hat y die Eigenschaften,
durch die z( definiert ist; wir miissen also

y:/;y\/H (Vi) @

zeigen. Nun ist aber

[ () e - [ Lo

. 1
= arcsim x|
cosy

™ .
= o —arcsincosy
™ A
= — — arcsinsin (— - y)
2 2
- 5-(-v)
-2 oY
= y.
und damit ist alles gezeigt. O

Eine entsprechende Definition von ,,Cosinus z“ hétte zu Cosinus = = cosx
gefiihrt, das ist analog einzusehen bzw. aus den Bezichungen sin® z + cos? z = 1
und Sinus® 2 + Cosinus® z = 1 (Pythagoras) direkt herleitbar.

7.4 Die Laplacetransformation®

Erinnern Sie sich an die im Anschluss an Korollar 4.5.5 beschriebene Logarith-
menrechnung? Thre Bedeutung beruht darin, dass damit multiplikative Probleme
in additive Probleme transformiert werden kénnen. Das ist ein grofier Vorteil,
denn addieren ist leichter als multiplizieren.

FErsetzt man im vorletzten Satz ,multiplikative Probleme® bzw. ,additive
Probleme* durch , Differentialgleichungsprobleme* bzw. ,algebraische Proble-

12) Beachte, dass die auf dem Kreis zuriickgelegte Entfernung eine stetige Funktion von (a, b)
ist. So findet man unter Verwendung des Zwischenwertsatzes ein Tupel (a, b), durch das der
Abstand z¢ realisiert wird. (Falls 2o > 7 ist, muss man das Argument etwas modifizieren.)

>
T

PIERRE SIMON
LAPLACE
1749 — 1827
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me“, so ist damit die Rolle der Laplacetransformation ™ ziemlich gut beschrie-
ben. In diesem Abschnitt soll dieses wichtige analytische Verfahren kurz vorge-
stellt werden.

Die Laplacetransformation

Definition 7.4.1. Sei f : [0,400[ — R stetig. Es gebe M > 0 und so > 0, so
dass
[f(B)] < M -e™
te[0,400 |
das bedeutet, dass f ,nicht zu schnell* wdichst.
Dann wird eine neue Funktion Lf :]sg,+oo[ — R durch

—+o0

(Lf)(s) = f(t)e = dt

0
definiert. Lf heifit die Laplacetransformation von f.

Bemerkungen und Beispiele:

1. Die Funktion f(t)e™*! kann nach Voraussetzung fiir s > so durch Me~(s750)t
abgeschiitzt werden, und diese Funktion hat ein endliches Integral iiber ] 0, +o0 [.
Folglich existiert (L£f)(s) nach Satz 6.4.5.

Fir s < sp kann man die Existenz des Integrals nicht garantieren, und
deswegen wird die Laplacetransformation nur fiir s > so definiert.

2. Da die Exponentialfunktionen sehr schnell gegen Unendlich gehen, kann die
Laplacetransformation auf alle praktisch wichtigen Funktionen angewendet wer-
den. Auch sehr rasant wachsende Funktionen wie zum Beispiel ¢'90099 gind
zugelassen, man muss das sg nur grofer als 100000 wéhlen.

Lf ist aber nicht fiir alle f erklért. So ist etwa et” fiir noch so grofle M und
s nicht durch Me** abschétzbar. (Kénnen Sie das begriinden?)

3. Explizit rechnen kann man nur in wenigen Fillen, Integration durch Substi-
tution und partielle Integration miissen geschickt eingesetzt werden. Hier einige
typische Beispiele:

e Die Laplacetransformation fiir f = 1: Fiir s > 0 ist
+oo
(L1)(s) = / e stdt
0

. 1 c
= — lim -e %
c—+o00 § =0
1
<

13) Laplace hatte verschiedene wissenschaftliche und politische Positionen in der Zeit der Re-
volution, unter Napoleon und unter den Bourbonen inne. Von ihm stammen viele interessante
Anwendungen der damals noch jungen Analysis auf Fragen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
und zahlreiche physikalische Probleme (insbesondere aus der Astronomie). Er gilt als typisches
Beispiel einer zu Beginn des 19. Jahrhunderts hiufig anzutreffenden Fortschrittsglaubigkeit:
Wirklich alle Phédnomene schienen mit guten analytischen Kenntnissen beherrschbar zu sein.
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o Ist f(t) = e, so gilt fiir s >a

+oo
(Lf)(s) /O ot 5t iy

+oo
— / ef(sfa)t dt
0

1

s—a’

(Fiir @ = 0 ergibt sich noch einmal das vorige Beispiel.)

e Sei f(t) = t. Wenn man mit partieller Integration das unbestimmte Inte-

gral
t 1
/te_St dt = —(— + —2>e_5t
s s

ermittelt hat, folgt leicht
1
(L) = .

e Mit dem auf Seite 105 beschriebenen Verfahren erhélt man fiir jedes a € R

die Funktion )
acost +sint ,

a’?+1
als Stammfunktion zu (cost) €. Das impliziert fiir f(¢) = cost, dass

(L) = 377

fiir s > 0 gilt.

Wenn man die Laplacetransformation auch fiir komplexwertige Funktio-
nen definiert hétte, wére der folgende alternative Beweis moglich: cost
ist doch aufgrund der Eulerschen Identititen (Satz 4.5.20(iii)) der Re-
alteil von e’. Die zugehérige Laplacetransformation ist nach dem vori-
gen Beispiel 1/(s —4). Diese Funktion kann nach Erweitern mit s + 4 als
(s 41)/(s* 4+ 1) geschrieben werden, der Realteil ist also s/(s* 4 1). Das
sollte die Laplacetransformation von cost sein.

Dieses Argument fithrt auch zu 1/(s? 4 1) als Laplacetransformation fiir
sint, was auch leicht direkt bestétigt werden kann.

Gerechtfertigt wird die Schlussweise, weil Re (Lf)(s) = L(Re f)(s) gilt.
Diese Gleichung ergibt sich sofort aus der Definition des Integrals fiir kom-
plexwertige Funktionen. Hier soll die Laplacetransformation allerdings nur
fiir reellwertige f behandelt werden.

4. Formal gesehen ist die Laplacetransformation eine Abbildung, die einer Funk-
tion f eine Funktion £f zuordnet. Deswegen sollte es auch (L£f)(s) und nicht
(Lf(t))(s) heiBen, denn f(t) ist eine Zahl.
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Soweit die reine Lehre. Beim praktischen Rechnen ist es aber bequem, es
in diesem Punkt nicht ganz so genau zu nehmen.

Es ist namlich viel konomischer, sich die Formel (Le®)(s) = 1/(s — a)
(oder noch kiirzer Le®® = 1/(s — a)) zu merken, als erst in Gedanken
f(#) :=e*" zu definieren und das mit (Lf)(s) = 1/(s — a) zu assoziieren.

Ein &hnliches Problem gab es schon in Kapitel 4 bei den Differentiations-

regeln, auch da ist die Formel (z")" = nz

n—1

eigentlich nicht korrekt, da

eine Ableitung nur von der Funktion x + 2™, nicht aber von der Zahl z"

berechnet werden kann.

Aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion ergeben sich einige sehr
niitzliche Aussagen fiir die Laplacetransformation. Sie bilden den Schliissel fiir

ihre grofle Bedeutung.

Satz 7.4.2. f,g:[0,4+00[ — R scien stetig und es gelte |f(t)], |g(t)] < Mesot;
die Laplacetransformationen von f und g sind also fiir s > so definiert.

(i) Fiir s > so ist L(f +g)(s) = Lf(s) + Lyg(s). Es ist auch L(af) = aLlf fir

jedes a € R.

(ii) Seia € R und h(t) := f(t)e®. Dann existiert (Lh)(s) fir s > so +a, und
es gilt (Lh)(s) = (Lf)(s — a). (Eine Multiplikation mit e bewirkt also
eine Translation der Laplacetransformation.)

(iii) f sei differenzierbar, und auch fir f' soll die Abschiitzung |f'(t)| < Me®o!

gelten. Dann ist (Lf')(s) =

s+ (Lf)(s) = f(0).

(iv) Allgemeiner gilt (falls die Laplacetransformationen der auftretenden Ab-

leitungen existieren):

(LFM)(s) =

L) = 3 FB )51k
k=0

in dieser Formel ist f(o) wieder als [ zu interpretieren.

(v) Lf ist differenzierbar, und (Lf)" ist gerade die Laplacetransformation von

—tf(t).

Beweis: (i) folgt unmittelbar aus der Linearitdt der Integration.

(i) Fiir s > so + a ist s —a > sq.

(Lf)(s —a)

Fiir die Laplacetransformationen folgt:

+o0
= f(t)e= =)t gy
0

+o0
= / e f(t)e st dt
0

+oo

:/ h(t)e™st dt
0

= (Lh)(s).
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(iii) Hier spielt partielle Integration eine wesentliche Rolle:

“+o00

(Lf)(s) = f'(t)e" dt

0
Jim <f(t)e—st\§=0+s /0 f(t)e =t dt>
+

—f(0)+s oof(t)efst dt
0

s (Lf)(s) = f(0).

(iv) Das folgt sofort durch vollstindige Induktion aus (iii). Zum Beispiel ist
L(f") sL(f") = f'(0)

s(sLf = £(0)) = f'(0)

— LS [1(0) — sf(0),

(v) Wenn f(t) durch Me®! abschiitzbar ist, so gilt [tf(t)] < Me(*o+Dt man
beachte nur, dass t < 1+t-+12/2!+- .. = e’. Folglich hat auch ¢ f(t) eine Laplace-
transformation. Man kann sie sogar berechnen: Leitet man f(t)e™*! partiell
nach s ab, so ergibt sich —tf(t)e”*!, und diese Funktion ist nach der eben
hergeleiteten Abschétzung fiir s > s + 1 uneigentlich integrabel.

Nun ist nur noch Satz 6.4.5 zu zitieren, danach ist — 0+°°tf(t)e_8t dt die
Ableitung von Lf. Das ist gerade die Behauptung. |

Bemerkungen und Beispiele:
1. Die Aussage (i) des Satzes darf, wenn man es genau nimmt, nicht als Linea-
ritdt der Laplacetransformation interpretiert werden. Fiir beliebige f, g, fiir die
Lf und Lg definiert sind, kénnen die Definitionsbereiche verschieden sein. Das
tritt zum Beispiel bei e!00% 4 ¢=1000¢ auf: Die Laplacetransformation der ersten
Funktion ist fiir s > 1000, die der zweiten fiir s > —1000 definiert. Man hilft
sich dadurch, dass man sg so grof§ wihlt, dass alle bei einer konkreten Frage-
stellung vorkommenden Funktionen durch Me®? abschiitzbar sind und dann die
Laplacetransformation nur auf | s, +oo [ betrachtet wird.

In diesem eingeschrankten Sinn ist f — Lf dann wirklich eine lineare Ab-
bildung. Wir wissen also zum Beispiel schon, dass gilt:

L(12cost — me?™) =125/(s* + 1) — 7 /(s — 21).

2. Mit dem Satz kann man sich viel Arbeit sparen. Es ist zum Beispiel nicht er-
forderlich, das bei der Berechnung von £t? auftretende Integral mit (doppelter)
partieller Integration auszuwerten. Aus (¢2)’ = 2t folgt nimlich mit (ii), dass

2 = (e@) ) = (L) () = s(2() ).

Deswegen muss £(t2) = 2/s% gelten, allgemeiner erhilt man L£(t") = n!/s" 1.
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3. Berechnen Sie zur Ubung mit Teil (iii) des Satzes noch einmal die Laplace-
transformation von sint unter der Voraussetzung, dass £(cost) schon bekannt
ist (vgl. Seite 195).

Transformation von Anfangswertproblemen

Teil (ii) des vorigen Satzes soll nun verwendet werden, um gewisse Anfangs-
wertprobleme fiir Differentialgleichungen zu behandeln. Mal angenommen, wir
wollen das Problem

fﬂff:Oa f(o)zla f/(O):l

16sen. f ist unbekannt, aber wenn wir annehmen, dass f und f” eine Laplace-
transformation besitzen, muss wegen des Satzes

L(f"—Lf=8Lf —f(0)—sf(0)—Lf=8Lf—s—1—-Lf=0

gelten. Das ist eine Gleichung fiir £f, man erhélt £f = 1/(s — 1). Nun reicht
eine Erinnerung an die oben berechneten Beispiele: Das gesuchte f hat die
gleiche Laplacetransformation wie e, und deswegen ist diese Funktion unser
aussichtsreichster Kandidat'¥). Es ist wirklich leicht nachzupriifen, dass et unser
Problem 16st.

Allgemeiner kann diese Technik bei Problemen des folgenden Typs eingesetzt
werden:

Gegeben seien reelle Zahlen a,,_1, ..., a9, by_1, .. ., bg und eine Funk-
tion g. Es soll ein f so bestimmt werden, dass

f™ 4anaf" N+t af +aof =g,
£(0)=bo,..., f"(0) = bp1.

Eine solche Funktion f findet man wie folgt:

1. Schritt: Wir nehmen an, dass es so ein f gibt und dass alle jetzt auftretenden
Laplacetransformationen existieren. Dann muss

LU + anafOD 4t arf +aof) = Ly

gelten. Wegen der , Linearitat“ von £ und Satz 7.4.2 kann die linke Seite als
PLf + @Q geschrieben werden, wobei P und ) Polynome sind, die man aus den
a;, b; berechnen kann. Folglich ist £f bekannt:

_Lg-@Q

Lf iz

(Im vorstehenden Beispiel war P(s) = s2—1 und Q(s) = s+1.)

M Um aus Lf = Let auf f(t) = et zu schliefen, miisste man vorher die Injektivit von £ be-
wiesen haben. Es gibt zwar entsprechende Ergebnisse, doch da wir die nicht behandelt haben,
konnen wir nur durch eine Probe nachweisen, dass wir bei der richtigen Losung angekommen
sind.
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2. Schritt: Nun muss man ,nur“ noch ein f finden, das gerade diese Laplace-
transformation hat. Dafiir gibt es keine allgemeine Regel. Wenn allerdings Lg
eine rationale Funktion (also ein Quotient zweier Polynome) ist, wird auch Lf
rational sein. Folglich kann man f mit Hilfe der Technik der Partialbruchzer-
legung!® in eine Summe , einfacher* Funktionen aufspalten, fiir die man dann
aufgrund der Linearitdt einzeln die inverse Laplacetransformation berechnen
kann. Wir wissen aus Abschnitt 6.2, dass die Schwierigkeiten aus dem Nullstel-
lenverhalten des Nennerpolynoms resultieren. Sind die zum Beispiel alle ver-
schieden und reell, werden nur Summanden des Typs a/(s — ) auftauchen. Zu
denen kann man aber aufgrund unserer obigen Rechnungen sofort eine inverse
Laplacetransformation hinschreiben, nimlich aePt.

3. Schritt: Am Ende empfiehlt sich eine Probe: Hat das mit Hilfe der Laplace-
transformation gefundene f die richtigen Eigenschaften? Erstens, weil man nie
sicher sein kann, ob man sich nicht verrechnet hat, und zweitens, weil wir die
Injektivitdt von £ nicht nachgewiesen haben.

Haben Sie die Parallelen zur Logarithmenrechnung erkannt? Der Haupt-
unterschied zur Technik der Laplacetransformation besteht darin, dass
Zahlen sehr iibersichtlich tabellarisch erfasst werden koénnen, deswegen
kommt man mit einer schmalen Logarithmentafel aus.

Bei Funktionen gibt es viel mehr Moglichkeiten, man kann sie nicht in eine
natiirliche Reihenfolge bringen. Deswegen braucht man auch eine Menge
Erfahrung, um in den entsprechenden Tafeln das Richtige zu finden.

Wir behandeln noch ein Beispiel, bei dem man die Losung wohl nicht durch
Raten finden kann. Gesucht ist ein f mit

"+ f=2f =cost —3sint, f(0)=2, f(0)=3.

Indem wir zur Laplacetransformation dieser Gleichung {ibergehen, die rech-
te Seite ausrechnen und L£f” und L£f’ mit Hilfe von Satz 7.4.2(iv) durch Lf

ausdriicken, folgt
s—3

s24+1°
Diese Gleichung wird nun zunéchst nach Lf aufgelost:

(2 +s5—2)Lf —25—5=

252+ s5+1

£f= 2+ 1)(s—1)°

dabei haben wir zunichst s + s — 2 als (s — 1)(s + 2) geschrieben und spiter
den Faktor s + 2 in Zdhler und Nenner gekiirzt.
Mit den bei der Einfithrung der Partialbruchzerlegung beschriebenen Tech-
niken (allgemeiner Ansatz, Gleichungssystem losen) wird £f in
2 1
s—1 + s2+1

15)ygl. Seite 109.
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umgeformt, und da wir wissen, welche Laplacetransformation die beiden Sum-
manden haben, erhalten wir f(t) = 2e’ + sint.

Eine Berechnung von f’ und f” zeigt, dass wirklich f”+f'—2f = cost—3sint
sowie f/(0) = 3 und f(0) = 2 gilt. Das Verfahren hat also zu einer Losung des
Problems gefiihrt.

Schlusskommentar: Die Laplacetransformation ist bei Ingenieuren aller Fach-
richtungen sehr beliebt. Mathematiker verwenden eher die Fouriertransforma-
tion. Sie hat ganz dhnliche Eigenschaften wie die Laplacetransformation; die
Funktionenriume, auf denen sie definiert ist, sind jedoch mathematisch viel
vorteilhafter als die, die bei einer systematischen Begriindung der Laplacetrans-
formation auftreten wiirden.

Einige Informationen zu Fourierreihen und zur Fouriertransformation sind
im Anhang zu finden.

7.5 Anwendung analytischer Verfahren in der
Zahlentheorie®

1 ist die kleinste natiirliche Zahl

Diese elementare Tatsache haben wir schon in Kapitel 1 als eine
der ersten Ubungen in vollstandiger Induktion kennen gelernt (Satz
1.5.7(iii)). Hier wird deswegen noch einmal daran erinnert, weil sie
ein fundamentaler Baustein bei den folgenden Beweisen sein wird.

Die Argumentation wird dabei direkt oder indirekt sein:

e Direkt: Fiir ganze Zahlen z kann man aus z # 0 schon auf
|z| > 1 schlieSen.

o [ndirekt: Man mochte zeigen, dass eine spezielle Zahl die Ei-
genschaft F hat. Dazu nimmt man an, dass E nicht gilt, und
konstruiert unter Verwendung dieser Annahme eine natiirliche
Zahl in ]0,1[. Mit diesem Widerspruch ist dann E bewiesen.

In diesem Abschnitt soll an einigen Beispielen gezeigt werden, wie analytische
Methoden — insbesondere Integration — zum Beweis zahlentheoretischer Tatsa-
chen herangezogen werden konnen. Das hat eine lange Tradition, die Anfinge
der analytischen Zahlentheorie reichen bis ins 18. Jahrhundert zuriick.

Zunéchst fassen wir noch einmal zusammen, was wir an zahlentheoretischen
Begriffen und Resultaten schon in der ,, Analysis 1¢ erarbeitet haben:

e Wir wissen, was rationale und irrationale Zahlen sind. V/2 ist irrational
(Abschnitt 1.6).

e Es gibt viel mehr irrationale als rationale Zahlen, denn @Q ist abzdhlbar,
R aber nicht (Satz 1.10.3, 1.10.4).
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e ¢ ist irrational (Satz 4.5.9).

e Die Unterteilung in ,rational“ und , irrational® ist sehr grob. Eine komplexe
Zahl wird algebraisch genannt, wenn sie Nullstelle eines nichttrivialen Po-
lynoms'®) mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Zahlen, die nicht algebraisch
sind, heiflen transzendent.

Es muss transzendente Zahlen geben, da die Menge der algebraischen Zah-
len abzahlbar ist; damit sind sogar viel mehr Zahlen transzendent als al-
gebraisch. (Siehe Abschnitt 4.6, nach dem Beweis des Fundamentalsatzes
der Algebra.) Leider ist durch dieses Ergebnis noch keine einzige transzen-
dente Zahl konkret angebbar.

Diese Untersuchungen werden nun fortgesetzt. Zunichst wird ein Satz von
Liouville bewiesen, nach dem irrationale Zahlen, die besonders gut durch ratio-
nale Zahlen approximiert werden konnen, transzendent sein miissen. Als Fol-
gerung werden wir eine Formel herleiten, durch die iiberabzéihlbar viele ver-
schiedene transzendente Zahlen explizit beschrieben werden. Das sind zwar viele
Beispiele, doch sind sie recht gekiinstelt. Wie sieht es mit den wirklich wichti-
gen Zahlen aus, was ist mit e und 77 Die Transzendenz von e wird hier gezeigt
werden, der entsprechende Beweis fiir 7 ist deutlich komplizierter und soll hier
nicht gefithrt werden. Wir werden allerdings noch zeigen, dass 7 irrational ist.

Approximierbarkeit und algebraische Zahlen

Im ersten Kapitel hatten wir als Folgerung aus dem Archimedesaxiom den
Dichtheitssatz 1.7.4 bewiesen: Zu jedem x € R und jedem ¢ > 0 gibt es eine

rationale Zahl p/q mit ’x — g‘ < e. Nun kann man sich fiir den quantitativen

Aspekt dieses Satzes interessieren. Darunter wollen wir die Frage verstehen, was
sich denn fiir eine Approximationsgiite erreichen ldsst: Wenn man nur Zahlen
p/q zulidsst, bei denen ¢ eine vorgegebene Schranke nicht iiberschreitet, wie nahe
kommt dann p/q einem vorgegebenem x ?

Solche Fragen sind deswegen interessant, weil man bei guter Approximier-
barkeit die Zahl x mit wenig Aufwand (d.h. mit kleinem ¢) gut beschreiben
kann. So ist zum Beispiel seit mehreren Jahrtausenden bekannt, dass man die
Zahl 7 fiir die meisten praktischen Zwecke durch den Bruch 22/7 ersetzen kann,
der Fehler ist nur wenig mehr als ein Tausendstel'”. Geht das immer so gut?

Sei ¢ € N beliebig. Die Menge der p/q mit p € Z bildet ein ,,1/¢-Raster®:
Sie reicht von —oo bis 400, und zwei benachbarte Elemente haben jeweils den
Abstand 1/g. Folglich gibt es zu jedem x ein p/q mit ‘z - %‘ <1/(29).

Wer diese offensichtliche Tatsache ganz streng begriinden mdochte, sollte
mit po die grofite ganze Zahl mit po < xq bezeichnen; so ein po gibt es

16) Das Polynom soll ausdriicklich nicht das Nullpolynom sein. Wenn man diesen Fall nicht
aussschliefen wiirde, wéren alle Zahlen algebraisch.

1" Etwas genauer: 22 — 7 = 0.0012644 ...

algebraische
Zahl

transzendente
Zahl
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wegen Satz 1.5.7(viii). Eine der Zahlen p = po oder p = po + 1 hat dann
die geforderten Eigenschaften.

Geht es auch besser? Kann man etwa ’x 75

< 1/¢? erreichen? Oder eine

Abschéitzung der Form ‘x— 5‘ < 1/¢®? Der gleich folgende Satz gibt eine
Teilantwort auf diese Fragen, wir beginnen mit einer

Definition 7.5.1. Sei v eine reelle Zahl und m € N.

(i) x sei sogar algebraisch. Unter dem algebraischen Grad von x verstehen
wir die kleinste natiirliche Zahl n, so dass x Nullstelle eines Polynoms
n-ten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten ist.

(i) x heifit zur m-ten Ordnung rational approximierbar, wenn es ein M > 0
mit der folgenden FEigenschaft gibt:

Fiir jedes qo € N existieren ein ¢ € N mit g > qo und ein p € Z, so dass
gk
q q

Bemerkungen:

1. Da jede nichtleere Teilmenge der natiirlichen Zahlen ein kleinstes Element
enthélt (Satz 1.5.7(vii)), ist der algebraische Grad wirklich wohldefiniert.

2. Obere Schranken fiir den algebraischen Grad einer Zahl z sind leicht zu finden,
man muss ja nur irgendein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten angeben,
das x als Nullstelle hat. Die exakte Bestimmung kann viel schwieriger sein.
Ein Beispiel: Der algebraische Grad von /2 ist gleich 2, denn einerseits ist 2
Nullstelle von z2 — 2 (d.h. der Grad ist < 2), andererseits ist /2 nicht rational
(also ist der Grad > 1).

3. Offensichtlich sind die rationalen Zahlen gerade diejenigen algebraischen Zah-
len, fiir die der algebraische Grad gleich 1 ist. Auch ist klar, dass rationale Zahlen
po/qo zu beliebig hoher Ordnung rational approximierbar sind, denn

po  kpo

9 ko

= (kgo)™

ist fiir jedes k und m richtig.

4. Das ,m“ in der Aussage ,z ist zur m-ten Ordnung rational approximier-
bar“ ist ein MaB fiir die Giite der rationalen Approximation, die sich schon bei
méafBigem Aufwand erreichen ldsst.

Sei etwa m = 3. Wir nehmen M = 1 an und wéhlen ¢y = 500. Wenn dann
q = 1000 mit einem geeigneten p das Verlangte leistet, so bedeutet das, dass =
von einer Zahl mit drei Stellen nach dem Komma schon bis auf 9 Stellen genau
approximiert wird.
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5. Das vor der Definition skizzierte Argument garantiert, dass alle Zahlen zur
Ordnung 1 approximierbar sind. Mit etwas mehr Aufwand (Stichwort: Ketten-
bruchentwicklung'®)) liisst sich sogar beweisen, dass stets Ordnung 2 moglich
ist.

Der Zusammenhang zwischen algebraischem Grad und Approximierbarkeit
wird durch den folgenden Satz hergestellt. Da bei dieser Frage die Approximier-
barkeit rationaler Zahlen nicht interessant ist, gehen wir gleich von irrationalen
Zahlen aus.

Satz 7.5.2. (Satz von Liouville) Sei x eine irrationale algebraische reelle Zahl
mit algebraischem Grad n. Falls x zur Ordnung m rational approximierbar ist,
so gilt m < n.

Beweis: Wir nehmen an, dass  zur Ordnung m approximierbar ist und fol-
gern daraus m < n. Es wird also davon ausgegangen, dass ein M existiert, so
dass man beliebig grofle ¢ findet, fiir die — mit geeigneten p — die Ungleichung
‘:13 - %‘ < M/q™ gilt!?).

Sei P(z) = anz™ + -+ + a1z + ap ein Polynom n-ten Grades mit ganzzah-
ligen Koeffizienten, so dass P(z) = 0 gilt. Auch die Ableitung P’ von P hat
ganzzahlige Koeffizienten, und der Grad ist n — 1. Da n der minimale Grad
eines ganzzahligen Polynoms war, das = zu Null macht, muss folglich P’(z) # 0
gelten.

P hat nur endlich viele Nullstellen. Deswegen gibt es ein § > 0, so dass x
die einzige Nullstelle von P im Intervall I5 := [z — §, 2 + 0] ist. Wir bezeichnen
noch mit K eine obere Schranke von P’ auf diesem Intervall und kombinieren
dann die folgenden drei Tatsachen:

1. Die Approximation ‘m — %‘ < M/q™ impliziert p/q € Is, wenn wir fordern,
dass ¢ > qo. Dabei sei qo so gewéhlt, dass M /gy < 9.

2. Ist p/q € Is, so ist P(p/q) # 0: Die Zahl x ist nach Voraussetzung nicht
rational, also gilt = # p/q. Damit ist auch ¢"P(p/q) # 0.

Da aber P ganzzahlige Koeffizienten hat, ist ¢" P(p/q) ganzzahlig, und des-
wegen darf man von , Die Zahl ist von Null verschieden* auf ,,Der Betrag ist
grofer oder gleich Eins® schliefen (vgl. Satz 1.5.7(iil)): |¢" P(p/q)| > 1.

3. Fiir p/q € I folgt aus dem Mittelwertsatz:

G

I
!
&

\

e,

~—

I3

~

q
/ p
— 1P@lf-2
q
< Kw—BL
q
18)Die wichtigsten Tatsachen zu Kettenbriichen findet man — zum Beispiel — im Buch

,Einfiihrung in die Zahlentheorie“ von P. Bundschuh (Springer Verlag).
19)In diesem Beweis bezeichnet g stets eine natiirliche und p eine ganze Zahl.

Approximierbarkeit
irrationaler
Zahlen
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dabei ist £ eine geeignet gewiihlte Zahl zwischen 2 und p/q.
Es gibt also beliebig grofie ¢, so dass

w=r(5) =
q" q

m—n

Anders ausgedriickt: ¢ ist durch K M beschrankt, auch wenn man noch
so grofle ¢ einsetzt. Das geht aber nur dann, wenn m < n ist. O

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir das

Korollar 7.5.3. Sei z € R eine irrationale Zahl, die zu jeder Ordnung m
rational approzimierbar ist. Dann ist x transzendent.

Es gibt ,,viele“ transzendente Zahlen

Das vorstehend formulierte Korollar soll nun ausgenutzt werden, um trans-
zendente Zahlen zu konstruieren. Die Idee besteht darin, Zahlen der Form

by bo b3

T=1om T 1om T 10w T

zu betrachten, wobei die b; in {1,...,9} liegen und die n; sehr schnell wachsen.
In der Dezimaldarstellung sollte man sich x typischerweise wie

0.02001000000700000000000000100000000000000000000000000000000000090 . . .

vorstellen2?),

Wir zeigen nun, dass irrationale Zahlen entstehen, wenn die n; ,,schnell“
wachsen, und dass sich sogar transzendente Zahlen ergeben, wenn die n; ,sehr
schnell“ gegen Unendlich gehen.

Satz 7.5.4. FEs sei nyi,na,... eine wachsende Folge natiirlicher Zahlen, und es
sei by € {1,...,9} fir k =1,2,... Eine Zahl x werde durch x := Yy, b/10™
definiert®V .

(i) Gilt ngy1 > 2ny, fir jedes k, so ist x irrational.

(ii) Ist sogar stets g1 > n3, so ist x transzendent.

Beweis: (i) Angenommen, x wire von der Form p/q mit p,q € N:

p_ b ba b3
g 1lom Tiom Tiom T

20) Alle folgenden Uberlegungen lassen sich auch allgemeiner durchfiihren: Man kann die Zahl
10 durch irgendeine natiirliche Zahl g > 2 ersetzen, dann sind die b; in {1, ..., g—1} zu wihlen.
2D Der k-te Term ist durch 9 /10% abschiitzbar, deswegen liegt eine konvergente Reihe vor.
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Wir fixieren ein r € N, multiplizieren die Gleichung

P by by bryr bryo

q 10m 107 107+ 107+

mit ¢g10™ und erhalten so

a = 10""p—gb 10" ™™ — qb10"" "2 — ... — @b,
B br+1 br+2
- q<10m-+1—m T T )

Dann ist a sicher eine natiirliche Zahl, denn die rechte Seite ist strikt positiv,
und in der Definition von a werden nur natiirliche Zahlen mit ,,+*, ,—* und ,,-¢
miteinander verkniipft. Andererseits ist

o br+1 br+2
‘- q(10"1'+1_nT + 10nr+2—nr +oe
9q 1 1
< 71 (14— 44— 4.
= 10menn < EETRT )
- 10q :
- 107

dabei wurde neben der Formel fiir die geometrische Reihe nur ausgenutzt, dass
Nypg1— Ny > Ny gilt. Es ist nun leicht, zu einem Widerspruch zu kommen. Wihlt
man n, grof} genug, so hiitte man mit a eine natiirliche Zahl in ] 0, 1 [ gefunden.
So etwas gibt es aber nach Satz 1.5.7(iii) nicht.

(ii) Die Aussage soll auf Korollar 7.5.3 zuriickgefiihrt werden. Es ist also zu
zeigen, dass = zu beliebig hoher Ordnung rational approximiert werden kann.
Dass z irrational ist, wird durch Teil (i) sichergestellt.

Wir betrachten dazu fiir irgendein r die r-te Partialsumme der zu x gehorigen
Reihe, also

b, br by 10" 44 b,
10m omr 107 '

Zahler und Nenner des rechts stehenden Bruches sind natiirliche Zahlen, wir
nennen sie p und gq.

Wie gut wird  durch p/q approximiert? Eine Abschiitzung unter Ausnut-
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zung der Voraussetzung ergibt

p’ B P
r—=| = xz—=
q q
_ b b

10mr+1 - 1077+2

< ) 1+ ! +
- 107+ 10

10

107+
10

T
10

g

Wiinscht man sich also fiir irgendein m rationale Approximierbarkeit der Ord-
nung m, so muss man nur Zahlen n, mit n, > m einsetzen. Damit muss x wegen
Korollar 7.5.3 transzendent sein. O

Korollar 7.5.5. Durch die in Satz 7.5.4 beschriebene Konstruktion lassen sich
tiberabzdihlbar viele verschiedene transzendente Zahlen finden.

Beweis: Wir fixieren eine Folge (ny) mit der in Satz 7.5.4(ii) beschriebenen
Wachstumsbedingung, zum Beispiel die Folge ny = 22" Lisst man die by, nur
in {1, 2} zu, so werden durch diese Konstruktion so viele = erzeugt, wie es Folgen
(br) in {1,2} gibt. Die sind auch alle voneinander verschieden: Betrachtet man
némlich zwei unterschiedliche b-Folgen (by), (b},) und nennt die zugehérigen z-
Werte x und 2/, so gilt

/ /
bko - bko bk’0+1 - ka—H o ’

!
|z — 2| 1070 10™ko+1
- 1 1 1 1
—  10™ko 10 100

> 0;
dabei ist ko der erste Index k mit by, # b). (Man beachte auch: Aus

|a1| — |a1+a2+...7a27...‘
lar +az + - |+ |ag| + - -

IN

folgt |ay +as +---| > |ai| — Jag| — - - - fir konvergente Reihen.)

Nun gibt es aber tiberabzihlbar viele derartige Folgen, das folgt zum Beispiel
daraus, dass man mit Hilfe der Dualdarstellung die Zahlen in ]0,1[ mit den
Folgen in {0, 1} identifizieren kann??). Es entstehen also wirklich iiberabzihlbar
viele konkrete transzendente Zahlen auf diese Weise. |

22)Vgl. die Argumentation auf Seite 42.
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e ist transzendent |

Durch den vorstehenden Satz sind viele transzendente Zahlen explizit be-
schrieben worden. Ob ein vorgegebenes x transzendent ist, wird damit aller-
dings im Allgemeinen nicht beantwortet. Das kann im Einzelfall sehr schwierig
zu entscheiden sein, fiir einige ,,prominente® Zahlen ist die Antwort allerdings
bekannt. Hier soll jetzt durch eine Kombination elementarer zahlentheoretischer
und analytischer Methoden gezeigt werden, dass e transzendent ist.

Von f zu F fiir beliebige Polynome

Wir betrachten zunéchst ein beliebiges Polynom f mit reellen Koeffizienten,
also eine Funktion der Form

f(I):bO‘f'bl-T‘i‘""i‘bnfE"

wobei b, . . ., by, reelle Zahlen sind. (Wir nehmen dabei an, dass b,, # 0 gilt, n ist
also der Grad von f.) f soll eine weitere Funktion F' zugeordnet werden, spiter
wird diese Konstruktion fiir eine ganz spezielle Wahl von f wichtig werden.

Die Funktion F' wird als Summe der ersten n Ableitungen von f definiert,
also als

F(z) =) W)= f@) + f'(2) +- + [T (@).
k=0

(Im Fall f(z) = 2241 etwa wiire F(z) = (2%2+1)+2x+2, also gleich 22 +2x+3.)
Die Exponentialfunktion, F' und f sind durch die folgende Beziehung miteinan-
der verkniipft:

Lemma 7.5.6. Fir jedes b > 0 ist
b
P F(0) — F(b) = e / = f(2) da.

0
Beweis: Wir definieren eine Hilfsfunktion ¢g durch g(x) := e *F(x). Aufgrund
der Produktregel ist

J(x) = —e *F(x)+e *F()
—e " (f@) -+ fM(@) + e (f (@) + -+ F ().

Die meisten Summanden heben sich weg, und da f als Polynom n-ten Grades
eine verschwindende (n+1)-te Ableitung hat, folgt

—g'(x) = e " f(x).

g ist also eine Stammfunktion zu x +— —e™? f(z), fiir jedes b muss daher

/Obe””f(x) dr = —/Obg'(m) dx

—9(b) +9(0)
—e "F(b) + F(0)
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gelten. Multipliziert man diese Gleichung mit e’, erhiilt man die Behauptung.

0
Was wiirde folgen, wenn e algebraisch wére?
Angenommen nun, e wire algebraisch. Dann gébe es ganze Zahlen ay, . . . , ax
mit ay, # 0, so dass
ap+ate+ ... +ape® =0. (7.5)

Mit einem — noch — beliebigen Polynom f konstruieren wir F' wie vorstehend
beschrieben und setzen in Lemma 7.5.6 speziell b = j fiir j = 0,1,..., k. Nach
Multiplikation der j-ten Gleichung mit a; folgt

) ) J
a;e’ F(0) — a; F(j) = a;e’ - / e f(z) dx.
0
Mit der Abkiirzung .
i
cj = —e]/ e f(x)dx (7.6)
0

haben wir damit '
a;je’ F(0) — a; F(j) = —ajc;

gezeigt. Wenn man die sich so fiir j = 0,1,...,k ergebenden Gleichungen ad-

diert, folgt
k k
> a;F() = ajcj; (7.7)
§=0 j=0
man muss sich nur daran erinnern, dass

a0+ale+...+akek:O

gilt. Die Identitit (7.7) wird der Schlissel zum Transzendenzbeweis sein. Wir
werden ndamlich zeigen, dass bei geschickter Wahl des Polynoms f die linke Seite
eine von Null verschiedene ganze Zahl ist, die rechte Seite aber in | —1, 1 [ liegt.
Das ist nicht moglich, und durch diesen Widerspruch wird die Transzendenz von
e dann bewiesen sein.

Das ,richtige* Polynom f

Wir betrachten nun fiir eine beliebige Primzahl p, die grofler als ag und k
ist, das Polynom

fa) = —

(p—1)!

Dieses f wird das Verlangte leisten, wenn nur p grofl genug gewihlt wurde

2z -1)(z—2)(z— k)}p.

23)

Aus der speziellen Wahl von f ergeben sich die folgenden Eigenschaften:

23) Wahrscheinlich kommt allen Leserinnen und Lesern die Wahl von f wenig nahe liegend
vor. Warum ausgerechnet so? Warum muss es eine Primzahl sein? Wirklich ist bei der von
mehreren Mathematiker-Generationen geleisteten Arbeit, einen elementaren Transzendenzbe-
weis zu fithren, die Motivation irgendwo unterwegs verloren gegangen.
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Lemma 7.5.7.

(i) Bsist f")(0) = 0 fir m < p—2, und fir m > p ist f0™(0) ganzzahlig
und durch p teilbar. Auch f(pfl)(O) st ganzzahlig, aber diese Zahl ist nicht
durch p teilbar.

(ii) Seij € {1,...,k}. Dann ist ™ (§) = 0 firm < p—1, und fir m > p ist
fU(4) eine durch p teilbare ganze Zahl.

(iii) F(j) ist ganzzahlig fir j = 0,...,k und fiir j > 1 sogar durch p teilbar.
(iv) F(0) ist ganzzahlig und nicht durch p teilbar.

(v) Definiert man wie oben cj := —e’ foje_zf(:c) dz firj =0,...,k, sowerden
die c; fiir grofie p beliebig klein®Y.
(vi) Z?:o a; F(0) ist eine von Null verschiedene ganze Zahl.

Beweis: (i) g := (p — 1)!f ist ein Polynom (kp + p — 1)-ten Grades mit ganz-
zahligen Koeffizienten. Die kleinste auftretende Potenz ist p — 1, wir schreiben
g als

g(z) = dp12P 7 + dpa? + -+ dpip1 2P

mitdeZ.

Damit ist klar, dass die ersten p—2 Ableitungen von f bei Null verschwinden.
Ist m > p — 1, so ist g™ (0) = m!d,,, und folglich ist

Fm0) =g 0)/(p— 1) =dpm [p(p+1) - m]

ganzzahlig (im Fall m = p — 1 ist die eckige Klammer durch 1 zu ersetzen).
Fiir m = p — 1 kann man diese Zahl noch genauer bestimmen: Ausrechnen des
niedrigsten Koeffizienten von g fithrt zu

FP00) =d, g = (—1)*Pk!.

Jetzt wird wichtig, dass p als Primzahl vorausgesetzt war. Fiir Primzahlen
p gilt né&mlich, dass p mindestens einen der Faktoren teilt, wenn p Teiler eines
Produkts ist.

Fiir uns hat das folgende Konsequenz: Da p die Zahlen 1,2, ..., k nicht teilt
(denn p ist nach Voraussetzung grofier als k), kann p auch nicht =1 (0) teilen.

(i) Wir fixieren ein j € {1,...,k}. Die Analyse ist d&hnlich wie im vorstehenden
Beweisteil, diesmal entwickeln wir g(z) um j. Am einfachsten geht das so, dass
wir ein neues Polynom h durch h(z) := g(z + j) definieren:

hz)=(@+)P Hz+i-1)@+5i—2)(x+j—k)]".

24) Genauer: Zu jedem € > 0 gibt es ein po, so dass unsere Konstruktion zu lej| < e (fiir
j=0,...,k) fihrt, wenn nur p > pg gewéhlt war.
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h ist damit ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten (pk+ p— 1)-ten Grades,
die kleinste auftretende Potenz ist diesmal p, denn a? ist als Faktor enthalten®"):

h(l’) = dpxp + dp+1mp+1 4t d]gp+p,1$kp+p_l'

Nun kann die Aussage leicht bewiesen werden: Es ist (nach Kettenregel)

£ @)

B g(m)(j) B h(m)(o)
-0t (DY

und diese Zahl ist gleich 0 fiir m < p — 1 und gleich d,,,p(p — 1) - - - m fiir m > p.

(iii) und (iv) folgen aus den schon bewiesenen Ergebnissen. Man muss nur be-
achten: Teilt p in einer Summe s alle Summanden bis auf einen, so ist s nicht
durch p teilbar.

(v) Die Funktion e~ f(z) ist doch auf [0, k] durch (k*1)”/(p—1)! beschriinkt.
Deswegen ist

lej| < ke® (K")P/(p — 1)1 = kpe® (K*1)7/pl,

mit einer (gigantischen!) Konstanten C' gilt also |¢;| < C?/pl. Nun muss man
sich nur noch daran erinnern, dass a”/n! — 0 fiir jedes noch so grofie a 26),

(vi) Die zu den j # 0 gehorigen Summanden sind wegen (v) durch p teilbar. Fiir
j =0, also fiir den Summanden agF'(0), liegt Teilbarkeit durch p aber nicht vor,
denn weder ag noch F(0) haben p als Teiler. (Wieder wird also wichtig, dass p
eine Primzahl ist.) 0

Der Transzendenzbeweis

Nach diesen Vorbereitungen ist es leicht, das Hauptergebnis dieses Unterab-
schnitts zu beweisen. Es wurde erstmals von dem franzosischen Mathematiker
CHARLES HERMITE?") mit einem anderen Beweis im Jahre 1873 gezeigt.

Satz 7.5.8. e ist transzendent.

Beweis: Wiire e algebraisch, wiirde die vorstehende Konstruktion (von f iiber
F und die ¢;) fiir beliebige Primzahlen p zur Gleichung (7.7) fithren. Wenn p
grofler als k und ag ist, steht auf der linken Seite eine von Null verschiedene
ganze Zahl (Lemma 7.5.7(vi)), die rechte Seite wird fiir grofie p beliebig klein
(Lemma 7.5.7(v)).

25)Man beachte, dass unter den Faktoren (z +j —1), (z +j —2),..., (x 47 — k) an der j-ten
Stelle auch der Faktor « vorkommt.

26) Am elegantesten konnte man das durch die Beobachtung einsehen, dass a™/n! der n-te
Summand der konvergenten Reihe fiir die Exponentialfunktion ist und folglich fiir jedes a mit
n — oo gegen Null geht.

27)Hermite: Professor in Paris, wichtige Beitrége zur Algebra, 1873 Nachweis der Transzen-
denz von e.
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Es gibt aber unendlich viele Primzahlen®®), also auch beliebig groBe. Folg-
lich kann man wirklich erreichen, dass die rechte Seite in (7.7) beliebig klein
wird; man wiirde also eine von Null verschiedene ganze Zahl in | —1,1[ erhal-
ten, wenn e algebraisch wére. So etwas gibt es aber nicht, die Behauptung ist
damit vollstéindig bewiesen. (|

7 ist irrational

Wir betrachten die Funktionen (1—x2)" cos(ax); dabei haben wir zur Abkiir-
zung « = /2 gesetzt, und n durchlduft die Zahlen 0, 1,2, ...

4

R

-1 1
Bild 7.12: Die Funktionen (1 — x2)" cos(au)

Fiir die Integrale

I = /_1(1 — )" cos(ag) da

1
gilt dann:

Lemma 7.5.9. Esist Iy = 2/a und I = 4/, fir alle n gilt 0 < I, <2, und
es st n
I, = s ((4n —2)I—1 — (4n — 4)I,_5)

firn > 2.

Beweis: Da man leicht Stammfunktionen zu cos(az) und z? cos(ax) finden
kann (partielle Integration!), lassen sich Iy und I direkt ausrechnen. Die Un-
gleichung 0 < I,, < 2 ist ebenfalls offensichtlich, denn der Integrand ist auf
] —1,1] strikt positiv und durch 1 beschriinkt.

Etwas mehr muss man sich fiir den Beweis der Rekursionsformel anstrengen.
Dazu wird der Integrand zunichst als Produkt fg’ mit f(x) = (1 — 22)" und
g'(x) = cos(ax) geschrieben. Partielle Integration fithrt auf

2n [T
I, = o z(1 — 2?)" sin(ax) du,

a Ja

28) Dieses elementare iiber 2000 Jahre alte Ergebnis verwenden wir hier ohne Beweis. Es sollte
mit analytischen Hilfsmitteln in Aufgabe 2.4.4 gezeigt werden.
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denn fg verschwindet bei +1.
Danach ist eine weitere partielle Integration erforderlich, diesmal setzen wir
flx) =2z(1 —2?)" ! und ¢'(z) = sin(ax). So erhiilt man

_2n !

I, = [(1—2?)""! —22%(n —1)(1 — 2%)"?] cos(ax) dz.

a? ) 4
Nun ist nur noch der Faktor 2 vor dem rechts stehenden (1 — 22)"~2 in der
Form 1— (1—22) zu schreiben, das fiihrt nach Ausmultiplizieren zu den Potenzen
(1—22)""2 und (1—22)"~. Wegen des Faktors cos(az) konnen die auftretenden
Integrale durch I,,_; und I,,_o ausgedriickt werden; so ergibt sich die behauptete
Formel. 0

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Satz von LAMBERT aus dem
Jahre 1768 zeigen:

Satz 7.5.10. 7 ist irrational.

Beweis: Das vorstehende Lemma impliziert, dass I,, stets von der Form

ki k Fon
n!(gl+—2+~'+ . “)

o2 o2n+1

ist, wobei die k; ganzzahlig sind. Das stimmt nédmlich offensichtlich fiir n = 0
und n = 1, und aufgrund der Rekursionsgleichung des Lemmas diirfen wir aus
der Giiltigkeit der Aussage fiir n —1 und n—2 auf die Richtigkeit fiir n schliefen.

Angenommen nun, es wire m = 2a = p/q mit »,qE N; dann miisste
p2n+lIn _ (Zq)2n+1a2n+11" _

PR 7! = (20" (ko™ + k20" o hang)

gelten. Einerseits ist die rechte Seite eine natiirliche Zahl. Andererseits geht
die linke Seite gegen Null, da die Fakultit stirker wiichst als jede Potenz2?).
Fiir groBe n konnten wir damit eine natiirliche Zahl in ] 0,1 [ finden, was — wie
hier schon mehrfach betont — nicht moglich ist. Damit ist der Satz vollsténdig
bewiesen. U

Die Quadratur des Kreises

Im Sprachgebrauch ist die ,,Quadratur des Kreises* die Losung eines eigentlich
unlosbaren Problems. Der mathematische Hintergrund reicht weit zuriick, ir-
gendwann im alten Griechenland wurde die Frage aufgeworfen, ob man einen
Kreis mit Zirkel und Lineal in ein flichengleiches Quadrat verwandeln kann.
Das ist dquivalent zu der Frage, ob man bei Vorgabe einer Einheitsstrecke eine
Strecke der Lénge 7 konstruieren kann.

29)Vgl. das Ende des Beweises von Lemma 7.5.7.
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Fiir iiber zweitausend Jahre war das ein offenes Problem, gelost wurde es durch
Kombination der folgenden Tatsachen:

o 1 ist (offensichtlich) eine algebraische Zahl.

e Fiihrt man eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal durch, bei der nur

Strecken verwendet werden, deren Léngen algebraische Zahlen sind, so
erhélt man als Ergebnis ebenfalls nur Strecken, deren Lénge algebraisch
ist.
(Dazu muss man sich ein bisschen intensiver mit algebraischen Zahlen ausein-
ander setzen. Zum Beispiel kann man doch mit Zirkel und Lineal zwei Strecken
addieren. Die Behauptung ist fiir diese Konstruktion eine Konsequenz der Tat-
sache, dass Summen algebraischer Zahlen wieder algebraisch sind. Schneidet
man zwei Kreise miteinander, so lduft das auf das Losen einer quadratischen
Gleichung hinaus.

Alles, was benotigt wird, folgt daraus, dass die Menge der algebraischen Zahlen
einen Korper bildet und dass jede Nullstelle eines Polynoms mit algebraischen
Koeffizienten wieder algebraisch ist.)

e Fasst man die ersten beiden Punkte zusammen, so heifit das, dass man
mit Zirkel und Lineal nur Strecken konstruieren kann, deren Linge eine
algebraische Zahl ist.

e Der deutsche Mathematiker Ferdinand von Lindemann®®) zeigte 1882,
dass 7 nicht algebraisch, sondern transzendent ist.

Seit 1882 weifl man also: In der Mathematik ist die Quadratur des Kreises nicht
moglich.

7.6 Der Satz von Picard-Lindel6f fiir
gewOhnliche Differentialgleichungen®

Wir nehmen das Thema ,Differentialgleichungen® aus Abschnitt 4.6 noch ein-
mal auf. Damals ging es um gewisse einfache Typen von Differentialgleichungen:
Man darf eine Gleichung zwischen einer Funktion und ihren Ableitungen vor-
schreiben und sich noch Werte fiir die Funktion und einige Ableitungen an einer
vorgegebenen Stelle wiinschen; mit etwas Gliick ldsst sich dann eine konkrete
Funktion y finden, die alle Forderungen erfiillt.

Wie sieht es aber im allgemeinen Fall aus, sind Differentialgleichungen im-
mer 16sbar? Ist die Losung eindeutig? In diesem Abschnitt soll ein grundlegen-
des Ergebnis dazu hergeleitet werden, der Eristenz- und Findeutigkeitssatz von
Picard-Lindelof .

Wir beginnen mit einigen Bezeichnungsweisen:

30) Professor in Kénigsberg und Miinchen, sein wichtigster Beitrag zur Mathematik ist zwei-
fellos sein Nachweis der Transzendenz von .



Anfangswert-
Problem

lokale
Loésung

214 KAPITEL 7. ANWENDUNGEN DER INTEGRALRECHNUNG

Definition 7.6.1. Es sei U C R? eine offene Menge und f : U — R eine ste-
tige Funktion. Weiter sei (xo,yo) ein Punkt in U. Unter dem zu f und (zo,yo)
gehorigen Anfangswertproblem wverstehen wir die Aufgabe, eine auf einem In-
tervall [zo — 0, ko + | definierte und dort differenzierbare Funktion y zu finden,
so dass:

e Fiir alle x € [z — 0,20 + 6] ist (z,y(x)) €U .
o y'(z) = f(z,y(x)) fir alle x € [xg — 0,20 + 0] .
(] y(xo):yg

(i) Das Anfangswertproblem heifit lokal 16sbar, wenn es eine derartige Losung
gibt.

(ii) Es heifst lokal eindeutig losbar, wenn es ldsbar ist und je zwei Lisungen
auf einem Intervall [xzg — 1, g + 1] dbereinstimmen, das im Durchschnitt
threr Definitionsbereiche liegt.

Bemerkungen und Beispiele:

1. ¢/ (z) soll also durch irgendeine fast beliebig allgemeine Gleichung mit 2z und
y(z) zusammenhéngen, auflerdem wiinscht man sich, dass die Funktion y durch
einen vorgeschriebenen Punkt geht. Beispiele fiir Anfangswertprobleme sind:

o y'(x) =y(x), y(0) = 1.
(Kurz: y' =y, y(0) = 1; hier ist U = R? und f(x,y) = v.)

o ' (x) =+/2+sin(y(z)e*), y(11) = 7.
(Kurz: y' = /2 + sin(ye®), y(11) = 7.

Auch hier ist U = R?, es ist f(z,y) = /2 + sin(ye?).)

2. Durch Einschrankung einer Losung auf kleinere Intervalle kann man beliebig
viele weitere erzeugen. Deswegen ist hochstens lokal eindeutige Losbarkeit zu
erwarten.

3. Zum ersten der vorstehenden Probleme konnen wir sofort Losungen angeben,
man muss die Exponentialfunktion nur auf ein Intervall einschriinken, das die
0 enthiilt. Wirklich ergibt sich aus dem Satz von Picard-Lindelsf3!), dass das
Problem lokal eindeutig 16sbar ist, weitere Losungen sind also nicht moglich.

4. Interessant wéren natiirlich auch Losungen, die auf ganz R definiert sind. Die
sind im Allgemeinen jedoch nicht zu erwarten. (So hat das Anfangswertproblem
y' = y?%, y(0) = 1 die Losung 1/(1 — z); diese Funktion ist jedoch bei 1 nicht
definiert.)

31)Man kann es mit elementaren Methoden auch direkt einsehen: Ist y eine Losung, so muss
y/e® die Ableitung Null haben und bei 0 den Wert 1 annehmen. Also ist y/e” die konstante
Einsfunktion, folglich gilt y(z) = e¢* auf dem Definitionsbereich.
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5. Das Problem ist scheinbar insofern speziell, als dass nur erste Ableitungen
auftreten. Sie werden in der Vorlesung ,,Gewohnliche Differentialgleichungen*
lernen, dass es nicht besonders schwierig ist, den Fall héherer Ableitungen darauf
zuriickzufithren.

Es soll gezeigt werden, dass unter gewissen schwachen Bedingungen Anfangs-
wertprobleme stets lokal eindeutig l6sbar sind. Fiir den Beweis dieses wichtigen
FErgebnisses werden die folgenden Tatsachen zu kombinieren sein:

e Es ist moglich, das Anfangswertproblem in ein Fixpunktproblem umzu-
formen (s.u.).

e CK ist vollstéindig fiir kompakte Réume K (Satz 5.3.4).
e Der Banachsche Fixpunktsatz (Satz 5.4.1).

Die Kunst wird darin bestehen, nach Festsetzung der richtigen Zusatzvorausset-
zungen die Losbarkeit des Fixpunktproblems auf den Banachschen Fixpunktsatz
zuriickzufiihren.

Umformulierung des Problems

Wir erinnern uns: Ist g : R — R eine differenzierbare Funktion, so dass ¢’
stetig ist, so gilt wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
die Gleichung f;og’(t) dt = g(x)—g(xo). Das hat fiir unser Problem eine wichtige
Konsequenz:

Lemma 7.6.2. Vorgelegt sei das zu f und (x0,y0) gehirige Anfangswertpro-
blem; weiter sei Is := [xg — 0,20 + &) ein Intervall.

(i) Ist y eine auf Is definierte Losung, so gilt fiir x € Iy:
N f(t,y(t)) dt existiert, und
o

y(x) =yo + /xf(t7 y(t)) dt. (7.8)

xo

(ii) Umgekehrt: Wenn y : Is — R stetig ist und fiir jedes x € 15 die Gleichung
(7.8) gilt, so isty eine auf Is definierte Lisung des Anfangswertproblems.

Beweis: (i) Als differenzierbare Funktion ist y insbesondere stetig. Deswegen
ist t — f (t,y(t)) als Verkniipfung stetiger Funktionen stetig und folglich inte-
grierbar.

Nach Voraussetzung ist y Stammfunktion von t — f(¢,y(t)), auch gilt
y(xo) = yo. Deswegen ist das Integral gleich y(z) — y(zo).

(ii) Wenn y stetig ist, existiert das Integral f;af(t,y(t)) dt fiir jedes x. Die
Funktion

T Yo+ /mf(t, y(t)) dt

44
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hat bei z( offensichtlich den Wert yo, auch ist sie nach Satz 6.2.1 differenzierbar
und ihre Ableitung ist gleich f (J:, y(m)) Da sie nach Annahme mit y iiberein-
stimmt, muss y Losung des Anfangswertproblems sein. O

Ein erster Versuch, den Banachschen Fixpunktsatz anzuwenden

Wir fixieren §p > 0 und betrachten eine stetige Funktion y : Is, — R, dabei
ist wieder I5, = [xo — do, 20 + 0o ]. Um nicht vom Wesentlichen abzulenken,
werden wir erst einmal annehmen, dass f auf dem ganzen R? definiert ist, dass
also U = R? gilt.

Aufgrund des Lemmas ist es sinnvoll, die Funktion x — yg + fxzo f(ty(t)) dt
zu betrachten. Wir nennen sie Ty.

Eigentlich sollte man T'(y) schreiben, um zu betonen, dass wir gerade eine
Abbildung y — T'(y) definiert haben; wie im Fall der Laplace-Transforma-
tion wird eine Funktion auf eine Funktion abgebildet. Das Einsparen der
Klammern wird jedoch zu einer besseren Lesbarkeit fithren.

Das Lemma besagt dann, dass eine Funktion y genau dann Lésung des An-
fangswertproblems ist, wenn Ty = y gilt, wenn also y Fixpunkt von 7T ist. Diese
Beobachtung ist auf den ersten Blick wenig hilfreich. Wir haben uns jedoch
schon mit Fixpunktséitzen beschéftigt und mit dem Banachschen Fixpunktsatz
ein Ergebnis zur Verfiigung, das Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunktes
unter gewissen Voraussetzungen sicherstellt.

Unsere Strategie soll darin bestehen, durch geeignete Wahl des Definiti-
onsbereiches A von T diesen Satz anwenden zu kénnen. Zur Erinnerung: Wir
benstigen einen vollstéandigen metrischen Raum und darauf eine kontrahierende
Abbildung.

Ein Kandidat fiir einen hier vielversprechenden vollstindigen metrischen
Raum ist schnell gefunden: C'(I5,) ist vollstindig, jede abgeschlossene Teilmenge
hat die gleiche Eigenschaft. Wir sind auch nur an Funktionen y interessiert, fiir
die y(x0) = yo gilt. Ein erster Versuch koénnte also sein:

Definiere eine Menge A durch

A={y|y e Cls), y(zo) = yo}-

Als Metrik betrachten wir auf A die durch die Supremumsnorm
induzierte Metrik, dann ist A vollstindig®?).

Wir definieren T': A — C(Is,) durch

(Ty)() == yo + / ") dt.

zo

32)Man beachte nur, dass y — y(wo) stetig auf C(Is,) ist. A ist das Urbild der einelemen-
tigen Menge {yo} unter dieser Abbildung und folglich abgeschlossen (Satz 3.3.4(ii)). Solche
Teilmengen vollstdndiger Rdume sind aber offensichtlich wieder vollstédndig.
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T ist dann wohldefiniert, denn T'y ist sogar stets eine differenzierbare
Funktion mit Ableitung f(z,y(z)). Es soll garantiert werden, dass
T einen Fixpunkt hat, und dazu soll der Banachsche Fixpunktsatz
herangezogen werden. Es muss also durch geeignete Wahl von
sichergestellt werden, dass gilt:

1. Firye Aist Ty € A.
2. Es gibt ein ¢ < 1, so dass

1Ty — T3l <ally — 9l

fiir alle y, g € A.

Die erste Bedingung ist sicher erfiillt, offensichtlich gilt (T'y)(zo) = yo fiir
alle y € A. Beim Nachweis der zweiten gibt es aber ein Problem: Woher weif3
man, dass Ty und 77 nahe beieinander liegen, wenn |y — 7|, klein ist? Zu
untersuchen ist doch

/ " F (6 y(0)) di I " F (6, (1)) di = / T (Ly(0) - F(e30)] dt,

) Jxo x0o

und man wird sicher nur dann weiterkommen, wenn man die Grofle des In-
tegranden durch den Abstand von y und ¢ abschétzen kann. Auflerdem kann
man diese Zahl natiirlich auch dadurch kontrollieren, dass man fiir kleine In-
tegrationsintervalle sorgt, also eventuell von dg zu einem kleineren § iibergeht.
Wirklich wird sich mit diesen beiden Ideen das Ziel verwirklichen lassen, alles
auf den Banachschen Fixpunktsatz zuriickzufiihren.

Das Hauptergebnis

Aufgrund der Voriiberlegung ist es sicher sinnvoll, nur Funktionen zuzulas-
sen, fiir welche die folgende Eigenschaft erfiillt ist:

Definition 7.6.3. Es seien 6y und r positive Zahlen und Rs, , das Rechteck
{(z,y) ’ |z — o] < b0, |y — yo| < r}. Wir nehmen an, dass 6o und r so klein
sind, dass Rs, , im Definitionsbereich U von f liegt.

Man sagt, dass f auf Rs, . einer Lipschitzbedingung in der zweiten Kom-
ponente gentigt, wenn es eine Zahl L > 0 so gibt, dass

[f(z,y1) = f(z,y2)| < Llyr — y2|

fir alle (z,y1), (z,y2) € Ry, r gilt.

Bemerkungen:

1. Man mache sich klar, dass das bedeutet, dass f in y-Richtung ,gleichméfig
nicht zu steil“ ist.

Lipschitz-
bedingung
iny
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2. Mal angenommen, 9f /0y existiert auf Ry, , und ist durch eine Zahl L be-
schriinkt?). Dann ist sicher eine Lipschitzbedingung in y-Richtung erfiillt, man
muss zum Nachweis nur den Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf die
Funktion ¢ — f(z,t) auf dem Intervall [y1, yo | anwenden (vgl. Korollar 4.2.3(vi)).

Da R, kompakt ist, wird das schon dann erfiillt sein, wenn Jf /9y eine
stetige Funktion ist. Das hat die trostliche Konsequenz, dass wir immer dann von
einer Lipschitzbedingung in der zweiten Komponente ausgehen kénnen, wenn f
durch einen geschlossenen Ausdruck vorgegeben ist, in dem nur differenzierbare
Funktionen vorkommen. (Zum Beispiel im Fall der Funktion f aus unserem
zweiten Beispiel vom Beginn dieses Abschnitts.)

3. Hier noch eine Feinheit fiir alle, die es ganz genau wissen wollen.

Rs, » ist doch als Teilmenge des R? auch ein metrischer Raum, folglich ist die
Aussage ,, f ist Lipschitzabbildung“ sinnvoll. Beim Nachpriifen der Lipschitzbe-
dingung muss man alle | f(x1,y1) — f(x2, y2)| durch ein Vielfaches des Abstands
[(z1,91) — (x2,y2)| abschétzen, fir die Bedingung in Definition 7.6.3 nur die-
jenigen mit z; = xs.

Deswegen ist klar, dass aus der Lipschitzbedingung fiir f die Abschitzung
in 7.6.3 folgt. Die Umkehrung gilt aber nicht, wie man zum Beispiel an der
Funktion f(x,y) = yz'/? sieht.

Nun sind alle Vorbereitungen bereitgestellt, um den Existenzsatz mit Hilfe
des Banachschen Fixpunktsatzes zu beweisen:

Satz 7.6.4. (Satz von PICARD-LINDELOF),) Es sei U C R? offen, und die
Funktion f : U — R sei stetig. Weiter sei (xo,y0) € U. Es gebe dg,7 > 0, so
dass Rs,r in U liegt und f auf Rs, , einer Lipschitzbedingung in der zweiten
Komponente gentigt.

Dann ist das Anfangswertproblem y' = f(x,y), y(xo) = yo lokal eindeutig
losbar.

Beweis: Sei M eine obere Schranke fiir |f| auf Rs, . So ein M gibt es, denn
f ist stetig und Rj,,, ist kompakt. Mit einem 6 € ]0,d0], das wir erst spéter
festsetzen werden, definieren wir Is5 := [xg — 6,20 + ¢ ] und

As:={y |y € Cs), y(xo) = yo, ly(z) — yo| < r fiir alle z € I};

Ajs enthélt damit diejenigen stetigen Funktionen auf I, die durch (z, y9) gehen
und deren Graph ganz in Rj, , liegt.

33) Achtung: Das ,,y“ in 8f/dy bezeichnet einfach die zweite Verinderliche und nicht ei-
ne der Funktionen y, die uns hier interessieren. Das ist einer der wenigen Fille, wo die
Differentialgleichungs-Terminologie bei Anfingern zu Irritationen fithren kann.

34)Picard: Professor an der Sorbonne in Paris, in seinem einflussreichen Buch , Traité
d’analyse“ ist auch der heute nach Picard und Lindel6f benannte Existenz- und Eindeutig-
keitssatz fiir Differentialgleichungen enthalten.

Lindelsf: Professor in Helsinki, wichtige Arbeiten zur Funktionentheorie, Nachweis von Exi-
stenz und Eindeutigkeit fiir Losungen von Differentialgleichungen unter Voraussetzung einer
Lipschitzeigenschaft.
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Wir betrachten nun den weiter oben eingefithrten Integraloperator 7" auf Ag,

also
T

(o)) =0+ [ Fty(o) de.
xo
Wie ist zu erreichen, dass T die Menge As in sich abbildet und kontrahierend
ist? T'y ist stets wieder eine stetige Funktion, und sicher gilt auch (T'y)(xo) = yo.
Einzig kritisch ist also, ob [(T'y)(x) — yo| immer durch r abgeschétzt werden
kann. Nun ist?®)

[(Ty)(x) =yl =

/xf(t,y(t)) dt‘

xo

x

< / | (tyt))]dt
xo

< M dt
xo

< M|z — x|

< Moé.

Und das heifit: Wir kénnen Ty € Aj fiir alle y € As dann garantieren, wenn
M§ < r. Unsere erste Forderung wird also sein, dass d hochstens gleich r/M
sein darf.

Nun zur Kontraktionsbedingung. Dazu ist, fiir y,5 € As, die Supremums-
norm von T'y — T'y abzuschitzen. (Wir setzen z > x( voraus, andernfalls muss
man in den Zeilen 2, 3 und 4 der folgenden Abschétzung die Betréige der dort
auftretenden Integrale betrachten.)

[(Ty)(x) = (Tg)(2)]

/:f(t, y(t)) dt — /mf(t, g(t)) dt’

= | [ () - re0n)
< /z:|f(t,y<t>)—f(t@(t))ldt
< Lj|y<t>—g<t>dt

-

Ly~ il [ 1di

0
= Llly — llclz — 2ol

35)Diese Abschitzung gilt fiir > zo. Im Fall z < o miisste man die Integrationsgrenzen
vertauschen oder mit der folgenden allgemeinen Fassung der Integralungleichung arbeiten:

/ () d / /(@) d

<

)

sie gilt fiir a < b und b < a.
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Das bedeutet, dass

1Ty — Ty, = sup |(Ty)(x) = (Tg)(x)] < Lélly — 9l
z€ls

gilt; T" wird also dann eine Kontraktion sein, wenn wir fiir Ld < 1 sorgen.

Damit sind wir am Ziel: W&hlt man ¢ (zum Beispiel) als

. 1 r
0:= mln{ﬁ, M,éo},

so hat T" nach dem Banachschen Fixpunktsatz 5.4.1 (sogar genau) einen Fix-
punkt, und der entspricht aufgrund von Lemma 7.6.2 einer Losung des Anfangs-
wertproblems.

Es fehlt noch der Nachweis der (lokalen) Eindeutigkeit, dazu seien y, § Losun-
gen; ihre jeweiligen Definitionsbereiche bezeichnen wir mit I, und 7. Man wihle
ein n, das kleiner ist als 7, 7 und das im vorstehenden Absatz definierte §. Au-
Berdem soll

ly(x) — yol, [§(x) —yol <

fir alle z € I, gelten. (Das ldsst sich wegen der Stetigkeit von y, ¢ und der
Bedingung y(z¢) = g(x0) = yo erreichen.)

Fiir dieses n fithren wir die vorstehend beschriebenen Konstruktionen noch
einmal durch, wobei wir der Einfachheit halber den Integraloperator wieder mit
T bezeichnen.

Wegen 1 < 6 gibt es genau eine Funktion in A,, die Fixpunkt von T ist;
das ist die Eindeutigkeitsaussage im Banachschen Fixpunktsatz. Da die Ein-
schrankungen von y und g auf I,; als Losungen des Anfangswertproblems solche
Fixpunkte sind, folgt wirklich y(z) = g(z) fiir | — 20| < n.

Damit ist gezeigt, dass das Anfangswertproblem lokal eindeutig l6sbar ist. [

Da stetig differenzierbare Funktionen einer Lipschitzbedingung geniigen, er-
halten wir noch das

Korollar 7.6.5. Es sei U eine offene Teilmenge des R? und (zo,10) € U.
Weiter sei f : U — R eine stetige Funktion, fiir die 0f /0y auf U existiert und
stetig ist. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn f geschlossen durch stetig
differenzierbare Funktionen dargestellt ist.

Dann ist das zu [ und (xo,y0) gehirige Anfangswertproblem lokal eindeutig
losbar.
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7.7 Verstandnisfragen

Zu 7.1

Sachfragen

S1: Was besagt der Approximationssatz von Weierstraf3?
S2: Was ist eine Faltung?

S3: Was ist eine Diracfolge?

Zu 7.2

Sachfragen

S1: Was ist eine konvexe Funktion? Wie kann man Konvexitéit durch die zweite
Ableitung charakterisieren?

S2: Wie ist die Integralform des Restglieds in der Taylorformel?

S3: Was besagt der Mittelwertsatz der Integralrechnung?

Zu 7.3

Sachfragen

S1: Essei ¢ :[a,b] — R eine Funktion und @ = 29 < 21 < --+ < x, = b eine ,sehr
feine“ Unterteilung von [a,b]. Wodurch kann man dann Z?;OI o(zi)(xit1 — x;) sehr
gut approximieren?

S2: Wie ist die Lénge des Graphen einer stetig differenzierbaren Funktion definiert?
Warum ist diese Definition nahe liegend?

S3: Wie misst man Winkel im Bogenmaf}?

S4: Wie ist der ,,geometrische“ Sinus definiert?

Methodenfragen
M1: Winkel vom Gradmafl ins Bogenmafl umrechnen kénnen und umgekehrt.
Zum Beispiel:

1. Was sind 12 Grad, wenn man diesen Winkel im Bogenmafl aus-
driickt?

2. Welcher Winkel (in Grad) hat im Bogenmafl den Wert 1?7

Zu 7.4

Sachfragen
S1: Wie stark diirfen Funktionen wachsen, damit man dafiir eine Laplacetransforma-
tion definieren kann? Wie ist fiir solche Funktionen die Laplacetransformation erklart?

S2: Warum ist die Laplacetransformation ein geeignetes Hilfsmittel, um Differential-
gleichungen zu 16sen?
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Methodenfragen

M1: Einfache Ergebnisse zur Laplacetransformation beweisen und einfache Differen-
tialgleichungen mit dieser Technik 16sen kénnen.

Zum Beispiel:
1. Sei f, die Funktion ¢ +— f(at). Wie kann man Lf, durch Lf aus-
driicken?

2. Finden Sie ein f mit f — f =¢, f(0) = f(0) = 1?

Zu 7.5

Sachfragen

S1: Was ist eine transzendente Zahl? Wie gut kann man algebraische (nicht rationale)
Zahlen héchstens durch rationale Zahlen approximieren (Satz von Liouville)?

S2: Welche zahlentheoretische Eigenschaft haben die Zahlen e und 7?7

S3: Was versteht man unter dem Problem der , Quadratur des Kreises“?
Zu 7.6

Sachfragen

S1: Wann heifit ein Anfangswertproblem lésbar, wann eindeutig losbar?
S2: Was besagt der Satz von Picard-Lindel6f?
S3: Wie wird der Satz auf den Banachschen Fixpunktsatz zuriickgefiihrt (Beweisidee)?

7.8 Ubungsaufgaben

Zu Abschnitt 7.1

7.1.1 Man folgere aus dem Approximationssatz von Weierstraf}, dass die Polynome
mit rationalen Koeffizienten in C'[a,b] dicht liegen. Weiter soll gezeigt werden, dass
die Menge dieser Polynome abzahlbar ist.

Insgesamt heifit das: C'[a,b] ist separabel.

7.1.2 Sei X C C'[1,2] die Menge derjenigen Polynome, fiir die alle Exponenten durch
5 teilbar sind; z.B. liegen 3z° — 10.22'% und 22'°°°°® in X das Polynom z® — 2z aber
nicht. Zeigen Sie, dass X in der Supremumsnorm dicht in C'[1, 2] liegt.

7.1.3 Sei ¢ : R — [0, 400 eine stetige Funktion mit [, ¢(z) dz = 1;

es soll ¢(z) = 0 fiir |z| > 1 sein.

Man definiere f,(x) := ne(nz) fir x € R und n € N. Dann ist (f,) eine Diracfolge.

Zu Abschnitt 7.2

7.2.1 Zeigen Sie fiir eine stetig differenzierbare Funktion, dass aus f'(z) > 0 (alle z)
die strenge Monotonie folgt, und zwar einmal mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Diffe-
rentialrechnung und dann unter Verwendung der Gleichung (7.1) aus Abschnitt 7.2.
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7.2.2 Sei f:]a,b[ — R konvex. Dann ist f stetig. Muss f auch eine Lipschitzabbil-
dung sein?

7.2.3 Zeigen Sie unter Verwendung der Gleichung (7.1), dass jede stetig differen-
zierbare Funktion f : R — R als Differenz zweier monoton steigender Funktionen
geschrieben werden kann.

7.2.4 Mit Hilfe von Korollar 7.2.1 ist zu zeigen, dass jede zweimal stetig differenzier-
bare Funktion Differenz konvexer Funktionen ist.

Zu Abschnitt 7.3

7.3.1 Wir haben in Abschnitt 7.3 die Linge fiir Kurven definiert, die als Graphen
geschrieben werden konnen. Zeigen Sie, das diese Lénge linear ist: Wird eine Kurve
mit dem Faktor a > 0 multipliziert, so ist auch die Linge mit a zu multiplizieren.
Auflerdem ist die Léngendefinition translationsinvariant: Ersetzt man f durch f + ¢
fiir eine Konstante ¢, so ergibt sich die gleiche Lénge.

7.3.2 Die Langendefinition ist vertraglich: Zeigen Sie, dass sich fiir Strecken der
richtige Wert ergibt.

7.3.3 Berechnen Sie die Linge des Graphen der durch f(z) := /2 definierten Funk-
tion f:[1,2] — R. (Das ist eines der ganz wenigen Beispiele, fiir die das zur Linge
fithrende Integral wirklich ausgerechnet werden kann.)

Zu Abschnitt 7.4

7.4.1 Sei f eine Funktion, fiir die Lf definiert ist. Zeigen Sie, dass (Lf)(s) — 0 fiir
§ — 00.

7.4.2 Finden Sie die Laplacetransformation von t — e,

7.4.3 Bestimmen Sie eine Losung des Anfangswertproblems
y' =3y +2y=¢", y(0)=1, y'(0)=0

mit der Methode der Laplacetransformation.

Zu Abschnitt 7.5

7.5.1 Sei m € N. Die Zahlen, die fiir jedes m zu m-ter Ordnung rational approxi-
mierbar sind, liegen dicht in R.

7.5.2 Es seien a > 0 und b > 0 mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Zeigen Sie, dass
dann auch ab, a + b, a/b und /a konstruierbar sind.

7.5.3 Die Zahl Y7 ist nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Zu Abschnitt 7.6

7.6.1 Man betrachte das Anfangswertproblem 3’ = 3|y|*/2, y(0) = 0. Priifen Sie nach,
dass sowohl y = 0 als auch y = z® Losungen sind. Warum widerspricht das nicht dem
Satz von Picard-Lindel6f?

7.6.2 Wir verwenden die Bezeichnungen aus Abschnitt 7.6, betrachtet wird das An-
fangswertproblem ¢y’ = y, y(0) = 1. Fiir jede Funktion y konvergieren die Iterationen
y, Ty, T?y, ... auf einem geniigend kleinen Intervall gegen eine Losung. Berechnen Sie
diese Funktionen®® fiir den Fall, dass y die konstante Funktion 1 ist.

7.6.3 Sei zp € R und 6 > 0. Geben Sie eine Differentialgleichung an, fiir die der
Satz von Picard-Lindel6f anwendbar ist, die eine Losung auf | zo — 8, zo + d [, aber auf
keinem Intervall | zo — 1, zo + 7 [ mit n > & besitzt.

36)Sie heifen die Picard-Iterationen.






Kapitel 8

Differentialrechnung fiir
Funktionen in mehreren
Veranderlichen

Eine wichtige Motivation, sich mit Mathematik zu beschéftigen, besteht doch
darin, Modelle fiir die Beschreibung realer Phéinomene bereitzustellen. Bisher
haben wir uns sehr ausfithrlich mit Funktionen beschéftigt, die auf einer Teil-
menge von R definiert sind und ihre Bildwerte in R haben: Aus einer Zahl
entsteht auf irgendeine angebbare Weise eine neue Zahl.

Solche Funktionen sind gut geeignet, Phinomene zu beschreiben, bei denen
eine Grofle von einer einzigen Eingabe abhéngt: Temperatur des ausflieBenden
Wassers in Abhéngigkeit von der Stellung des Warmwasserhahns, Wurfweite
eines Balles als Funktion des Abwurfwinkels usw.

In Wirklichkeit ist die Welt aber nicht so einfach. Haufig beeinflussen meh-
rere Eingangsdaten eine Grofle. Man denke etwa an die Temperatur an einem
Raumpunkt in Abhéngigkeit von den drei Raumkoordinaten oder an die Wurf-
weite, wenn man neben dem Abwurfwinkel auch noch die Abwurfgeschwindig-
keit (und evtl. auch noch den Gegenwind) beriicksichtigen méchte.

Es ist sogar noch komplizierter, denn manchmal beeinflussen mehrere Ein-
gangsgrofien nicht nur eine, sondern eine Vielzahl von Ausgangsgrofien. So hin-
gen die drei Komponenten des Vektors ,, Windgeschwindigkeit“ in der Regel von
den drei Raumkoordinaten ab.

Das bedeutet, dass es nicht ausreicht, sich um Funktionen f : U — R mit
U C R zu kiitmmern, es wird auch eine Theorie fiir die f : U — R mit U C R™
oder — noch allgemeiner — fiir die f : U — R™ (wieder mit U C R™) benétigt.

Diese Theorie der ,,Funktionen in mehreren Verédnderlichen“ soll nun ent-
wickelt werden. Soweit es um die allgemeinen Aspekte geht, ist nicht viel zu
sagen. Zum Beispiel braucht Stetigkeit fiir solche Funktionen nicht noch einmal
behandelt zu werden, weil es sich um einen Spezialfall von Funktionen zwischen
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metrischen Rdumen handelt und deswegen in Kapitel 3 schon alles Notwendige
zu diesem Thema gesagt wurde.

Viel interessanter ist der Differenzierbarkeitsbegriff. Die bisherige Definition
der Ableitung, also

f(xo +h) = f(x0)
3 ;

! N
f(@o) = lim

kann nicht so ohne weiteres auf die vektorwertige Situation iibertragen werden,
da ein von Null verschiedenes A im Nenner zwar sinnvoll ist, wenn h eine Zahl
ist, nicht jedoch, wenn es sich um einen Vektor handelt.

Deswegen wird hier eine andere Interpretation in den Vordergrund gestellt
werden: Danach heifit Differenzierbarkeit fiir eine Abbildung f an einer Stelle x,
dass f in der Ndihe von xg sehr gut durch eine lineare Abbildung approzimierbar
ist. (Im Eindimensionalen bedeutet das, dass man f in einer kleinen Umgebung
von xo niherungsweise durch die Tangente in 2 ersetzen kann.)

Das Kapitel besteht aus neun Abschnitten, wir beginnen in Abschnitt 8.1
mit einem Resumée und einigen Erginzungen aus der Linearen Algebra: Wel-
che Ergebnisse {iber Funktionen in mehreren Veréinderlichen stehen schon zur
Verfiigung, was muss man iiber Vektoren und Matrizen wissen, um das Folgende
zu verstehen?

In Abschnitt 8.2 beginnt die systematische Untersuchung, zundchst geht es
um Funktionen in mehreren Verénderlichen, die ihre Bildwerte in R haben. Das
entspricht Situationen, bei denen mehrere Eingangsgrofien eine einzige Ausgabe
beeinflussen konnen. Eines der wichtigsten Ergebnisse dieses Abschnitts besagt,
dass man das neue Differenzierbarkeitskonzept in so gut wie allen Fillen mit
Hilfe partieller Ableitungen untersuchen kann. Und da partielle Ableitungen ja
eigentlich nichts weiter als gewohnliche Ableitungen konkreter Funktionen sind,
stehen alle Techniken und Ergebnisse aus Kapitel 4 zur Verfiigung.

So kann man zum Beispiel den Satz von Taylor auf mehrere Verdnderli-
che iibertragen, das soll in Abschnitt 8.3 geschehen. Durch diesen Satz konnen
ygutartige® Funktionen wieder ,,im Kleinen“ durch ein Polynom — diesmal ein
Polynom in mehreren Verénderlichen — sehr gut approximiert werden, die Be-
rechnung der Koeffizienten ist allerdings recht aufwindig.

Wie im Fall der Funktionen einer einzigen Verénderlichen impliziert der Satz
von Taylor die Moglichkeit, Eigenschaften von Funktionen mit Hilfe der Ablei-
tungen zu untersuchen. Diesen Folgerungen ist Abschnitt 8./ gewidmet, dort
studieren wir insbesondere, wie sich Extremwerte finden und charakterisieren
lassen: Liegt ein Minimum oder ein Maximum vor?

In Abschnitt 8.5 beginnen wir dann damit, die Differentialrechnung fiir vek-
torwertige Funktionen in mehreren Verdnderlichen zu untersuchen. Das wird im
Wesentlichen dadurch geschehen, dass eine Funktion in den R™ als m-Tupel von
Funktionen mit Werten in R aufgefasst wird. Wie im Eindimensionalen gibt es
wieder eine Kettenregel, man kann die Ableitung einer Verkniipfung f o g auf
die Ableitungen von f und g zuriickfiihren.
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Danach folgt mit Abschnitt 8.6 der wohl schwierigste Abschnitt dieses Ka-
pitels, wir behandeln den Satz von der inversen Abbildung. Es geht dabei um
eine Verallgemeinerung des Ergebnisses aus der Analysis 1, dass die Formel
(7Y (f(z)) = 1/f'(z) fiir differenzierbare Funktionen mit f’(z) # 0 gilt. Der
Beweis wird wesentlich vom Banachschen Fixpunktsatz Gebrauch machen, den
wir in Abschnitt 5.4 bewiesen haben.

Durch einige Anwendungsbeispiele soll die Tragweite des Ergebnisses de-
monstriert werden. Wir werden in Abschnitt 8.7 zeigen, dass man damit alle
Berechnungen durchfiithren kann, die bei einem Wechsel zu neuen Koordina-
tensystemen erforderlich werden. Es ist damit oft moglich, schwierige Differen-
tialgleichungsprobleme durch eine Verédnderung des Blickwinkels in einfache zu
verwandeln.

In Abschnitt 8.8 geht es dann um implizite Funktionen. Wie kann man
entscheiden, ob man eine Gleichung nach einer Verdnderlichen auflésen kann?
Durch den Satz von der inversen Abbildung lidsst sich zeigen, dass man zur
Entscheidung dieser Frage nur partielle Ableitungen berechnen muss.

Das Thema , Extremwerte* wird dann am Ende des Kapitels noch einmal
aufgenommen: In Abschnitt 8.9 studieren wir Eztremwerte mit Nebenbedingun-
gen, darunter hat man sich eine htoherdimensionale Verallgemeinerung von Auf-
gaben des Typs ,Finde ein Rechteck mit Umfang U grofiten Fliacheninhalts®
vorzustellen.

8.1 Erinnerungen und Vorbereitungen

In diesem Abschnitt soll zunéichst an diejenigen Begriffe und Tatsachen im Zu-
sammenhang mit dem R™ erinnert werden, die wir in fritheren Kapiteln kennen
gelernt haben. Es wird ab sofort auch eine wichtige Rolle spielen, dass dieser
Raum ein Vektorraum ist. Insbesondere interessieren uns die darauf definierten
linearen Abbildungen. Das ist tiblicherweise Stoff der Vorlesung , Lineare Alge-
bra“, trotzdem sollen hier die wichtigsten Fakten im Interesse einer besseren
Zitierbarkeit zusammengefasst werden.

Viele der hier zu findenden Punkte werden Thnen folglich bekannt vorkom-
men. Wenn Sie beim Durchblittern nur Bekanntes finden, konnen Sie gleich in
Abschnitt 8.2 weiterlesen.

Der R™ als Menge

Sei n € N fiir den Rest dieses Abschnitts eine fest vorgegebene Zahl. Der
R"™ ist dann die Menge aller n-Tupel. Bisher haben wir diese n-Tupel als Zeilen-
vektoren geschrieben, ein 4-Tupel etwa als (2,—0.2,7,0). Das war ausreichend
und platzsparend, ist aber fiir die spateren Rechnungen unpraktisch. Ab jetzt
sind die Elemente des R™ ndmlich Spaltenvektoren, der eben angegebene Vektor

Vektoren
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sollte also als
2
-0.2
T

0

notiert werden. Das ist offensichtlich sehr unékonomisch, und deswegen verein-
bart man, dass ein von links nach rechts geschriebenes Tupel durch den Expo-
nenten , T in einen Spaltenvektor verwandelt wird). Den eben angegebenen
Vektor koénnten wir also in Zukunft (2, —0.2,7,0) T nennen.

Die Elemente des R™ werden meist mit z, v, ... bezeichnet werden, die Kom-
ponenten mit x1,...,x, bzw. y1,...,Yn-

Wird also z.B. irgendwo x als (21,2, 23,24)" eingefiihrt, so geht es um
einen Vektor im R%. (Man spricht auch von einem , vierdimensionalen Vektor®,
was — genau genommen — natiirlich nicht stimmt: Nur Vektorrdume haben eine
Dimension.)

Soweit die reine Lehre. Bemerkenswert haufig wird allerdings dagegen ver-
stoflen. Der Grund ist das Dilemma, sich zwischen Exaktheit auf der einen und
Ubersichtlichkeit auf der anderen Seite entscheiden zu miissen. Im konkreten
Fall der Vektoren des R™ gilt:

e Fast niemals wird eine Funktion f auf dem R2? unter Verwendung der
Koordinaten x1, zo definiert.

Man schreibt also nicht f(x1,x2) := 1 + 123, allgemein iiblich wiire die
Notation f(z,y) := z + xy?. Ahnlich ist es bei drei Dimensionen, wo eher
die Buchstaben x,y, z als x1, x2, x3 verwendet werden.

Wenn Sie also irgendwo ein ,,z“ sehen, wird das bei allgemeinen Untersu-
chungen ein Vektor sein. Es konnte sich aber auch um eine Variable x € R
handeln.

(Mit dem ,y* ist es sogar noch schlimmer. Das kann bei der Untersu-
chung von Differentialgleichungen — wie bei uns schon in Abschnitt 4.7 —
zusiitzlich auch noch der Name fiir eine Funktion sein.)

e Zweitens ist es fiir einen Vektor eigentlich nur dann wichtig, ihn als Spal-
tenvektor aufzufassen, wenn man ihn mit einer Matrix multipliziert. Da
das ,, T “-Zeichen Formeln eher uniibersichtlich macht, werden wir es meist
weglassen.

Der R" als Vektorraum

Der R™ ist auch ein R -Vektorraum, man kann die Summe von zwei Vekto-
ren und die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl so definieren,

DDas ,» T soll an , Transponieren® erinnern. Allgemeiner ist die transponierte Matrix AT
einer reellen (n x m)-Matrix (a;;) als die (m x n)-Matrix (aj;) definiert. Vektoren sind Spal-
tenvektoren, entsprechen also dem Spezialfall der Transponierten von (1 x n)-Matrizen.
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dass alle Axiome eines Vektorraums erfiillt sind (s. Definition 2.5.4). Beide Ver-
kniipfungen werden komponentenweise definiert:

(xla~-~7$n)+(y17-~-7yn) = (x1+yl7~-->xn+yn)»
a-(T1,...,2n) = (ax1,...,axy).
So ist zum Beispiel (0,3,4) + (—1,0,2) = (~1,3,6) und 12 - (1,2,3,4,5) =
(12,24, 36, 48, 60).

Eine wichtige Rolle werden die so genannten Finheitsvektoren spielen. Fiir
j=1,...,nist der j-te Einheitsvektor e; als derjenige Vektor definiert, der an
der j-ten Stelle eine 1 und sonst lauter Nullen hat:

eqr = (1,0,0,...,0),

e; = (0,1,0,...,0),

e, = (0,0,0,...,1).
Die ey,...,e, bilden dann eine Basis des R™.

Der R" als metrischer Raum

Fiir uns sind nur Metriken interessant, die durch eine Norm entstehen. Wir
werden hier nur eine einzige benotigen, wir haben sie schon in Beispiel 2 nach
Definition 3.1.2 kennen gelernt: Fiir « = (21,...,x,) € R™ hatten wir

lelly = yfa?+-+a

definiert (|| - ||, wird auch die euklidische Norm genannt). Da keine anderen
Normen vorkommen werden, verabreden wir:

Fiir Elemente © € R™ soll ||| immer ||z||, bedeuten.

In Bemerkung 2 nach Satz 3.2.5 ist schon darauf hingewiesen worden, dass
es in Hinblick auf Konvergenzuntersuchungen egal ist, durch welche der damals
eingefithrten Normen wir die Metrik definieren, da die gleichen Folgen konver-
gent sind. Es ist sogar so, dass in allen moglichen Normen auf dem R™ die
gleichen Folgen konvergent sind.

Um das priziser formulieren zu kénnen, definieren wir: Zwei Normen | - ||’
und || - || auf dem R™ heiBen dquivalent, wenn es Zahlen ¢, C' > 0 so gibt, dass

cllz]l” < Jlz|” < Cllal’

fiir alle x gilt. Es ist dann nicht schwer zu sehen, dass dquivalente Normen die
gleichen Cauchy-Folgen und die gleichen konvergenten Folgen haben und dass
fiir diesen Aquivalenzbegriff die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation erfiillt
sind (siehe Abschnitt 1.11). Fiir den R" gilt:

€1, . s En
euklidische
Norm: || - ||
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Satz 8.1.1. Je zwei Normen auf dem R™ sind dquivalent? .

Beweis: Es bezeichne || - || irgendeine Norm auf dem R”. Wir zeigen, dass die
euklidische Norm || - || und || - ||" dquivalent sind. Daraus wiirde dann sofort
die Behauptung folgen: Sind || - || und || - || beliebige Normen, so findet man

positive Zahlen ¢/, ¢, C’, C" mit
dllz))” < el < 'l
M) < lzll < C7|lll”
(fiir alle ). Damit gilt dann offensichtlich stets

C//

C//
Sl < ) < =)

Sei M := max; ||e;||'. Beachtet man, dass

joil = /a2 < \fat - a2 =l

fir i = 1,...,n gilt, so folgt fiir beliebiges © = (x1,...,2y):

HxH/ = |[zied +"'+mnen”/
< Jaullleal + -+ | el
< M(jza|+ -+ fzal)
< M(ll=ll + -+l
Insbesondere ergibt sich daraus, dass Folgen, die bzgl. || - || konvergent sind,
auch bzgl. || - || konvergent sein miissen.

Wir betrachten nun den Rand der euklidischen Einheitskugel, also die Menge
Si=Az|[lz]| =1}.

In der durch || - || induzierten Metrik ist S beschrénkt und abgeschlossen und
folglich kompakt. Dann ist S aber auch in der von || - ||" erzeugten Metrik kom-
pakt: Ist eine Folge in S vorgegeben, so hat sie eine bzgl. || - || konvergente
Teilfolge; diese Teilfolge ist aber auch bzgl. || - ||” konvergent.

Nun sind wir gleich fertig: Die Abbildung = + ||z ist als Lipschitzabbildung
stetig, wenn man den R™ mit der eukidischen Norm versieht?), auch nimmt sie

2) Achtung: Dieses Ergebnis gilt wirklich nur fiir endlich-dimensionale Riume. Auf dem
unendlich-dimensionalen Raum C([0,1]) zum Beispiel sind die Supremumsnorm und die L*-
Norm nicht dquivalent: Es gibt zu jedem £ > 0 eine Funktion f mit Betrags-Maximum Eins,
fiir welche die (in Definition 6.5.1 eingefiihrte) L!-Norm || f||; hochstens gleich « ist: Man kann
zum Beispiel f(z) = z™ fiir ein ,,geniigend grofes* n wihlen. Deswegen existiert kein positives
¢, so dass cl|fll o < [|fll; fiir alle f gilt.

3)Aus den Normbedingungen folgt nimlich die ,umgekehrte Dreiecksungleichung:
|||.T”/ — Hy||'| < |lz = y||’. (Normen sind damit stets Lipschitzabbildungen mit Lipschitzkon-
stante Eins bzgl. der von dieser Norm induzierten Metrik.) Die rechte Seite kénnen wir noch
weiter durch nM ||z — y|| abschitzen.
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auf S nur strikt positive Werte an, da || - || eine Norm ist und alle z € S
von Null verschieden sind. Da stetige Abbildungen auf kompakten Réumen ihr
Minimum annehmen, findet man ein ¢ > 0, so dass ||z|| > ¢ fiir alle z € S.

Ist & € R™ beliebig, so gehort z/||z| zu S, es gilt also Hx/HxHH/ > ¢ und
folglich ||z||” > ¢||z||. (Der Fall # = 0 ist gesondert zu behandeln: Dafiir ist die
Ungleichung trivialerweise erfiillt.)

Insgesamt haben wir damit
cllzll < flz|" < nM ||
fiir alle = gezeigt, und deswegen sind || - || und || - || dquivalent. O

Sei nun (x(k))keN
(k)

" 2%y und 2 als (z1,...,2n).

eine Folge!) im R" und z € R™; wir schreiben 2*) als

Die Konvergenz in R™ kann dann auf die Konvergenz in R zuriickgefiihrt
werden: Es gilt genau dann 2(®) — z (im R™), wenn xz(-k) — z; (in R) fir

i=1,...,n; das haben wir in Lemma 3.2.4 bewiesen.
Stetigkeit

Es reicht, sich an die folgenden zwei Tatsachen zu erinnern:

e x — x; ist fiir jedes 7 eine stetige Abbildung von R™ nach R, und Ver-
kniipfungen stetiger Funktionen sind stetig. Folglich ist jede Funktion auf
dem R”™ stetig, die man in geschlossener Form als Funktion der Kompo-
nenten definieren kann. Ohne zu vorgegebenem ¢ ein ¢ finden zu miissen,
ist damit klar, dass z.B.

far, @0, 3, 24) 1= 21 + 25 + 23 + a7
auf dem R* und

" +sin(xyz?)
V1= (22 +y2 +22)

f(@,y,2):

auf {(z,y,2) | 7,9,z € R, 22 + 4% + 22 < 1} C R3 stetig sind.

e Ist (M,d) ein metrischer Raum und f : M — R™ eine Funktion, so kann
man doch f als f(z) = (fi(z),. .., fa(z)) schreiben, wobei f; : M — R fiir
i=1,...,n; die f1,..., fn heiflen die Komponentenfunktionen von f. Da
Stetigkeit durch Folgen charakterisiert werden kann (Satz 3.3.4(i)), ergibt
sich aus der vorstehenden Charakterisierung fiir Folgenkonvergenz im R"™
sofort: f ist genau dann stetig, wenn die Funktionen f1,..., f, stetig sind.

Man kann beide Teile iibrigens auch kombinieren und so zum Beispiel sofort die
Stetigkeit der Abbildung f(z,y, z) := (2*y'? — 2,0, 3z + €, log(1+2%)) vom R?
in den R* einsehen.

4) Folgen-Indizes werden nun mit ,,k“ bezeichnet, der Buchstabe ,n“ ist ja schon verbraucht.

Konvergenz
im R™
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Differenzierbarkeit

Wir haben uns in Kapitel 4 sehr ausfiihrlich mit differenzierbaren Funktionen
beschéftigt, die auf einer Teilmenge von R definiert sind. Es ist nicht schwer,
die entsprechende Definition auf den Fall von Funktionen zu iibertragen, die
eine Menge I C R in den R™ abbilden. Weil solche Funktionen eigentlich nur
n-Tupel von Funktionen sind, die I nach R abbilden, ist es nahe liegend, die
Ableitung komponentenweise zu erkliaren: Ist f : I — R™ durch

f(JZ’) = (jl(x)v SRR} fn(x))

gegeben und sind die fq,..., f,, differenzierbar, so erklart man die Ableitung

von f durch
fl(@) = (fi(z),.... ful@)).

Da Konvergenz im R™ mit Konvergenz in jeder Komponente identisch ist, hétte
man f’(z) auch — wie im eindimensionalen Fall - als limj_o(f(z+h) — f(z)) /h
erkldren konnen.

(Ein Beispiel: Die Ableitung von (3z2,1 — x,0, e®) ist gleich (6x,—1,0,¢%).)

Diese Definition hat eine interessante physikalische Interpretation: Ist f(x)
die Position eines Planeten (eines Flugzeugs, einer Stechmiicke, ...) zur
Zeit x, so ist f'(x) der Vektor der momentanen Geschwindigkeit zu die-
sem Zeitpunkt. Die Liinge von f’(z), also die Zahl ||f'(x)]|, gibt dann die
absolute Geschwindigkeit an.

Es soll noch an die partiellen Ableitungen erinnert werden, iiber die am An-
fang von Abschnitt 6.4 einiges gesagt wurde. Wichtig ist eigentlich nur zu wissen,
dass partielle Ableitungen ganz gewohnliche Ableitungen sind. Man muss nur
konsequent die Grofle, nach der abgeleitet wird, als die Variable und die anderen
als Konstanten auffassen.

So ist etwa
8_x3(x1 —4xixz3 +19) = —dxq;
a 37 31
8—(7’0 I +4xy) = 3re’;
n

—(ysinz) = wycosz.
55 (sinz)

(Beim zweiten und dritten Beispiel steht das ,,z“ also fiir eine Variable, es ist
hier kein Vektor.)

Das kann man iibrigens iterieren, man kann eine Funktion z.B. zuerst nach
der ersten und das Ergebnis dann dreimal nach der zweiten Variablen ableiten.
Wenn man 2%y° etwa einmal nach z und dann dreimal nach y ableitet, erhilt
man 180z2y2.
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Das Skalarprodukt

Sind z,y € R", so definiert man das (euklidische) Skalarprodukt® von x und y
als die Zahl
<‘T7 y> =21y A+ TpYn.

So ist zum Beispiel
((1,2,3,4),(=1,0,m,1)) =1-(=1)+2-043-7+4-1 =3+ 3.

Die wichtigsten (und elementar einzusehenden) Eigenschaften des Skalarpro-
dukts sind (fiir z,Z,y,7 € R” und a € R):

o (x+7,y) = (x,y) + (T,y).
z,y +9) = (z,y) + (2, 7).

(
(
* (az,y) = a(z,y).
(
(
(

z,ay) = a{z,y).

(y, ).

2
[l

T,Y) =
o (v,z) =

Interessanter ist eine geometrische Interpretation. Um die zu verstehen, be-
trachten wir den Fall n = 2. Es soll x = (1,0) und y = (a, b) irgendein Vektor der
Linge Eins sein. (Es gilt also a? +b% = 1.) Dann ist (z,y) = a, und das ist nach
Definition des Cosinus der Cosinus des Winkels zwischen x und y. Verédndert
man die Lénge von x bzw. y durch Multiplikation mit den positiven Zahlen [,
bzw. Iy, so ist (I, l,y) = l;lya, also gleich , Lénge von z mal Linge von y mal
Cosinus des eingeschlossenen Winkels“.

Diese Vorstellung iibertragen wir in den R™: Auch fiir Vektoren x,y eines
beliebig hochdimensionalen R" stellen wir uns einen Winkel o, zwischen  und
y vor, der durch die Gleichung

(@, y) = llzllllyl cos azy

implizit definiert ist®. Das ist deswegen stets moglich, weil fiir beliebige z, y die
Ungleichung

[z, 9)| < [lz[Hyll
(die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) und folglich

IR ) B

~ eyl

gilt; ein geeignetes oy, kann deswegen stets gefunden werden.

5),,Skalar“produkt, weil das Ergebnis der Produktbildung kein Vektor, sondern eine Zahl
ist. Man sagt iibrigens auch inneres Produkt statt Skalarprodukt.
6)Die explizite Definition wire oy = arccos((x, y)/||z|||y|)-

Skalarprodukt

Cauchy-Schwarz-
Ungleichung
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Fiir  := (1,4,0,—2) und y := (—4,1,15.2,0) z.B. ist (x,y) = 0. Da der
Cosinus bei 7/2, also bei 90 Grad, gleich Null wird, kénnen wir 2 und y als
aufeinander senkrecht stehende Vektoren ansehen.

Diese Interpretation kann noch etwas verfeinert werden. Es ist doch cos«
genau dann positiv (bzw. negativ), wenn « im Intervall | —7/2,7/2[ (bzw. in
|7/2,37/2[) liegt, wenn also der Winkel spitz (bzw. stumpf) ist. Fiir uns be-
deutet das: Wir sagen, dass

e z und y senkrecht aufeinander stehen, wenn {(x,y) = 0 ist;
e der Winkel zwischen x und y spitz ist, wenn (x,y) > 0 gilt;
o der Winkel zwischen x und y stumpf ist, wenn (z,y) < 0 gilt.

Lineare Abbildungen von R"™ nach R

Im néchsten Abschnitt wollen wir Differenzierbarkeit als ,, Approximierbar-
keit durch lineare Abbildungen“ definieren. Dazu muss zunéchst geklért werden,
wie die reellwertigen linearen Abbildungen” auf dem R™ aussehen:

Satz 8.1.2. Die linearen Abbildungen f : R™ — R sind wie folgt charakterisiert:
(i) Fir jedes y € R™ ist die durch x — (x,y) definierte Abbildung f, linear.

(i) Umgekehrt: Fir jedes lineare f : R™ — R gibt es genau ein y € R™ mit
f=fy; es gilt also f(x) = (x,y) fir alle .

Beweis: (i) Das folgt sofort aus den weiter oben zusammengestellten Eigen-
schaften von (-, ).

(ii) f sei linear. Definiere y; € R als Bild des i-ten Einheitsvektors, d.h. es
ist y; := f(e;) (fir i = 1,...,n). Mit y := (y1,...,yn) gilt dann fiir beliebige
= (21,...,2p):

flx) = f(zn: CBiei)
= ixif(ei)
= zn:%yz

= (z,9).

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, dass fiir zwei y,y € R™ die
Abbildungen f,, fj tibereinstimmen. Nutzt man die Gleichheit speziell fiir den

7Zur Erinnerung: f : R” — R heifit linear, wenn stets f(z +y) = f(z) + f(y) sowie
flaz) = af(x) gilt (Definition 2.5.8).
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i-ten Einheitsvektor aus, so folgt, dass die i-te Komponente von y mit der i-ten
Komponente von ¢ iibereinstimmen muss. Da das fiir jedes ¢ gilt, folgt y = . O

Matrizen

Eine (m X n)-Matriz A ist ein rechteckiges Schema reeller Zahlen, das aus
m Zeilen und n Spalten besteht. Wir schreiben A = (a;j)i=1,...,m, j=1,....n (0der
kurz A = (a;j)), wobei in diesem Buch die a;; stets reelle Zahlen sein werden.
a;; bezeichnet diejenige Zahl, die in der i-ten Zeile an der j-ten Stelle steht. Ist

zum Beispiel A als
3 —-02 4
A= ( -2 0 2 )

gegeben, so handelt es sich um eine (2 x 3)-Matrix (a;;), die man auch durch
ajyr =3, a;a = —0.2, ... definieren konnte.

Die Vektoren x des R™ sind damit (n x 1)-Matrizen, die 27 entsprechen den
(1 x n)-Matrizen. Auch kann man — das ist allerdings ziemlich gekiinstelt — die
Elemente aus R als (1 x 1)-Matrizen auffassen.

Matrizen kann man (manchmal) multiplizieren: Ist A = (ai;) eine (m X n)-
Matrix und B = (b;) eine (n x [)-Matrix, so wird AB als (m x [)-Matrix wie
folgt definiert: Es ist AB = (¢ig)i=1,....m, k=1,....1, Wobei

n
Cik — E aijbjk.
j=1

Bemerkungen und Beispiele:

1. Man kann AB also nur dann definieren, wenn die Anzahl der Spalten in A
mit der Anzahl der Zeilen in B iibereinstimmt.

2. Obwohl es nur um die Multiplikation und Addition reeller Zahlen geht, ist die
Gefahr grof3, sich zu verrechnen. Das folgende Rechenschema ist empfehlenswert:
Schreibe A auf, rechts daneben soll gleich AB ausgerechnet werden; schreibe B
iiber den noch freien Platz. Und dann wird AB Element fiir Element bestimmt,
das Element ¢;, ist gerade das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A (die steht
links von der gerade zu berechnenden Position) und der k-ten Spalte von B (die
steht dariiber):

iy o | by | bk
bt | bmj | 0 bk
ar - Gim
: m
a'Ll DEEEEY alm DEEEY .. Cl] = E al/tb/)LJ
p=1
apl1 - Qpm

Multiplikation
von Matrizen
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3. Hier ein Beispiel: Mit

1 2 3
12 3 4 4 5 6
A*(5678)’B* 78 9
10 11 12

ist

70 80 90
AB = < 158 184 210 >

zum Beispiel ist das Element in der zweiten Zeile und dritten Spalte von AB,
also die Zahl 210, als 5-34+6-6+7-9 + 8- 12 berechnet worden.

4. Mit Hilfe des Matrizenprodukts kann man das innere Produkt neu interpre-
tieren: (x,7) ist gerade das Produkt der Matrizen 2" und y.

5. Auch wenn AB und BA definiert sind, konnen das vollig verschiedene Ma-
trizen sein. So ist fiir 2,y € R™ das Produkt « "y eine Zahl, das Produkt ya "
dagegen ist die (n x n)-Matrix (y;z;).

Und auch dann, wenn beide Matrizen (n x n)-Matrizen sind, wird nur aus-
nahmsweise AB = BA gelten, wenn n > 2 ist.

6. Das Produkt ist assoziativ: Wenn fiir Matrizen A, B, C' die Produkte (AB)C
und A(BC) definiert sind, stimmen sie iiberein; das ldsst sich mit Hilfe der
Korpereigenschaften von R leicht beweisen.

Schliefllich ist noch eine Bezeichnungsweise einzufiithren: Mit E,, bezeichnen
wir die (n X n)-Einheitsmatriz. Das ist diejenige Matrix (a;;), bei der a; = 1
fiir alle ¢ und a;; = 0 fiir ¢ # j gilt. Diese Matrizen verhalten sich wie die 1 in R,
es sind die neutralen Elemente der Multiplikation: Ist A eine (m x n)-Matrix,
so gilt

E,A=A=AE,.

Wegen dieser Eigenschaft ist es plausibel, fiir eine gegebene (n x n)-Matrix A

eine (n x n)-Matrix B eine zu A inverse Matriz zu nennen, wenn
AB=BA=FE,

gilt. Wenn so ein B existiert, heifit A invertierbar. Das B ist dann eindeutig

bestimmt, man schreibt dafiir A=".

Lineare Abbildungen von R” nach R™
Matrizen sind fiir uns deswegen so wichtig, weil durch sie lineare Abbildungen
charakterisiert werden konnen. Der folgende Satz verallgemeinert Satz 8.1.2:

Satz 8.1.3. Der Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen
ist wie folgt:

(i) Sei A eine (m X n)-Matriz. Definiert man dann fa : R™ — R™ durch
fa(x) := Ax, soist fa eine lineare Abbildung.
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(i) Fiir jede lineare Abbildung f : R™ — R™ gibt es genau eine (m x n)-Matriz
A, so dass [ = fa gilt.

Beweis: (i) Das ist klar, man muss nur Distributiv-, Assoziativ- und Kommu-
tativgesetz anwenden.

(ii) Sei f linear. Fiir ¢ = 1,...,n verwenden wir den Spaltenvektor f(e;) € R™
als i-te Spalte einer Matrix A. Mit dieser Definition von A stimmen f und f4 auf
allen e; € R™ iiberein. Da beides lineare Abbildungen sind, gilt die Gleichheit
auch fiir alle Vektoren, die sich in der Form Zz x;e; darstellen lassen. Das sind
aber alle x € R™. Die Matrix A ist auch eindeutig bestimmt, denn in der i-ten
Spalte muss f(e;) stehen. d

Bemerkung: Ist (z1,...,2,) € R” und A eine (m x n)-Matrix, so ist das Ma-
trizenprodukt A(wxy,...,7,)" € R™. Dagegen wire das Produkt A(xy,...,2,)
nicht definiert, und deswegen sollte man eigentlich sorgfiltig zwischen Spalten-
und Zeilenvektoren unterscheiden.

Andererseits machen zu viele ,, T“ die Formeln uniibersichtlich, und deswegen
wird das Symbol im Folgenden nur in Zweifelsfillen verwendet.

Der intelligente Weg zum Nachweis der Gleichheit von zwei
Abbildungen

Eben haben wir ein in der Linearen Algebra haufig angewandtes
Beweisprinzip benutzt: Stimmen zwei lineare Abbildungen auf einer
Teilmenge iiberein, so auch auf der linearen Hiille. Insbesondere sind
also zwei lineare Abbildungen genau dann identisch, wenn sie auf
einer Basis iibereinstimmen.

Ahnliche Techniken gibt es in allen mathematischen Teilgebieten,
sehr oft kann man den Nachweis von f = g dadurch vereinfachen,
dass man die Gleichheit nur auf einer Teilmenge nachpriift und dann
die spezielle Struktur der beteiligten Abbildungen ausnutzt. Z.B. ha-
ben wir auch schon von der Tatsache Gebrauch gemacht, dass zwei
auf einem metrischen Raum definierte stetige Abbildungen genau
dann gleich sind, wenn sie auf einer dichten Teilmenge {ibereinstim-
men.

Genauso braucht man fiir den Nachweis der Gleichheit von zwei
Gruppenmorphismen nur die Gleichheit auf einem Erzeuger der
Gruppe nachzuweisen.

Determinanten

Es wird fiir uns spéter wichtig sein zu entscheiden, ob eine vorgelegte (n xn)-
Matrix A invertierbar ist. Das geht in der Regel am einfachsten, indem man die
Determinante von A bestimmt. Man sollte wissen:

1. Die Determinante einer (n x n)-Matrix ist eine reelle Zahl, wir nennen sie
det A. (Fiir (m x n)-Matrizen mit m # n kann die Determinante nicht definiert
werden.)
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2. det A kann man ausrechnen, das ist fiir grofiere n allerdings recht miihsam.

Es gilt:
Leibniz- e Fiir beliebige n kann die Determinante mit der Leibnizformel berechnet
formel werden:
det A = Z sgn(m)aig, - g,
™
Signum dabei erstreckt sich die Summe {iber alle Permutationen von {1,...,n},

und sgn(r) € {—1,1} bezeichnet das Signum der Permutation 7%).

e Die Determinante einer (2 x 2)-Matrix A ist gleich ajjas2 — aj2a9:.

e Die Determinante einer (3 x 3)-Matrix A ist gleich

a11a22033 + 12023031 + A13021032 — A11023032 — 412021033 — 413022031 -

Diese Formel kann man sich mit Hilfe eines kleinen Schemas besser
merken: Man schreibe A in Gedanken dreimal nebeneinander. Dann
rechne man die Produkte so aus, dass man von der ersten Zeile des
mittleren A die Produkte nach rechts unten bildet (Vorzeichen posi-
tiv) und dann die Produkte nach links unten (Vorzeichen negativ).

~N PN P 7
a1 a12 a3 aiip a2 @13 a1 a2 a3
o)X
a21 G22 Q23 a21 (22 G23
VR N
a3z) a3z2 a33 a31 az2 as3

a1 Q22 G23
N

aszy  a3z2  a33
~a A

¥/ /

|
|

negatives Vorzeichen positives Vorzeichen

Bild 8.1: Die Sarrussche Regel

Sarrussche Die Determinantenberechnung mit diesem Schema heifit auch die
Regel Sarrussche Regel. (Achtung: Sie gilt nur fiir (3 x 3)-Determinanten.)

e Es gibt eine Reihe von Techniken, um Determinanten auch fiir grofiere
n schnell ausrechnen zu konnen: Entwicklung nach Zeilen oder Spalten,
Diagonalisierungen, ... Sie werden in der Linearen Algebra behandelt.

Eine Berechnung mit Hilfe der Leibnizformel ist in den allermeisten Fillen
viel zu aufwindig, da die Anzahl der Summanden mit n exponentiell
wichst.

3. Es gilt der Determinantenproduktsatz: det(AB) = (det A)(det B).
4. Das Wichtigste: A ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0 gilt.

8)Die Definition des Signums ist ziemlich technisch. Zunichst iiberlegt man sich, dass jede
Permutation durch mehrfaches Vertauschen zweier Elemente entsteht. Das Signum wird dann
als 1 definiert, wenn eine gerade Anzahl von Vertauschungen erforderlich ist; braucht man
eine ungerade Anzahl, ist das Signum —1. (Das Signum ist also gleich (—1)* im Fall von k
Vertauschungen. k selbst ist nicht eindeutig bestimmt, die Zahl (—1)* hingt aber nur von der
Permutation ab.)
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8.2 Differenzierbarkeit, Charakterisierung
durch partielle Ableitungen

Dieser Abschnitt ist sicher der wichtigste dieses Kapitels, der Differenzierbar-
keitsbegriff soll auf Funktionen in mehreren Verdnderlichen tibertragen werden.
Der mathematische Schwierigkeitsgrad ist nicht hoher als in den anderen Kapi-
teln dieses Buches, die wichtigste Technik — das ,,gewthnliche“ Differenzieren —
haben wir sogar schon kennen gelernt.

Zwei Aspekte tragen jedoch dazu bei, dass Anfanger hier meist mehr Schwie-
rigkeiten haben als bei anderen Themen. Zum einen kann man nicht an irgend-
welche Schulerfahrungen ankniipfen; die Analysis mehrerer Verdnderlicher wird
auch in Leistungskursen kaum angeboten. Und dann wird es erstmals wichtig,
analytische und algebraische Techniken gleichzeitig anzuwenden, also nicht nur
mit Epsilons und Konvergenz, sondern parallel dazu mit Skalarprodukten und
linearen Abbildungen zu arbeiten.

Beim ersten Kennenlernen sollen Sie sich in diesem Abschnitt mit den fol-
genden Punkten vertraut machen:

e Was bedeutet , Differenzierbarkeit® fiir reellwertige Funktionen in mehre-
ren Verdanderlichen?

e Wie kann man einer Abbildung schnell ansehen, ob sie differenzierbar ist?

e Welche anschauliche Bedeutung hat der Gradient einer Funktion an einer
Stelle?

Differenzierbarkeit fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher

Wir betrachten Funktionen f : U — R, wobei U C R™ eine offene Teilmenge
sein soll. Die Voraussetzung ,,U ist offen“ ist bei Differenzierbarkeitsuntersu-
chungen iiblich, um die z € U aus allen Richtungen approximieren zu kénnen.

3

Wie kann, fiir ein zp € U, die Aussage ., f ist differenzierbar bei z¢“ sinnvoll

definiert werden?

Es kommt h#ufig vor, dass eine Definition zuniichst nur eine spezielle
Situation betrifft und dann verallgemeinert werden soll. Dazu muss der
urspriingliche Ansatz meistens unter einem neuen Blickwinkel betrachtet
werden, d.h., man hat eine dquivalente Umformulierung zu finden, die sich
zur Verallgemeinerung eignet.

Zum Beispiel ist bei gegebenem a > 0 die Definition von a™ zunéchst
nur fiir n € N sinnvoll. Wenn man aber nach Einfithrung der Exponen-
tialfunktion nachgewiesen hat, dass a" = exp(nloga) ist, hat man einen
nahe liegenden Kandidaten fiir eine Definition von a” fiir beliebige x zur
Verfiigung: Man muss nur a” := exp(x loga) setzen.

Genau so war es bei der Verallgemeinerung von n! zu I'(n — 1) und bei
der Einfiihrung gebrochener Ableitungen (vgl. Seite 124 und Seite 137).
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Die urspriingliche Definition von Differenzierbarkeit, also die Forderung nach

der Existenz von
lim f(xo+h)— f(ﬂﬁo)7
h—0 h

kann nicht verwendet werden, da 1/h fiir Vektoren h nicht sinnvoll definiert
werden kann.

Es ist aber schon bemerkt worden?), dass das umformuliert werden kann:
Die Funktion f ist bei xg genau dann differenzierbar mit Ableitung a, wenn es
zu jedem € > 0 ein § > 0 so gibt, dass

|f(xo + h) — f(x0) — ha| < elh]

fiir alle h mit |h| < 4§ gilt.

Wir haben das so interpretiert, dass ,,das Verhalten von f bei z¢“, also der
Ausdruck f(zo+h)— f(xo) fiir ,kleine* h, sehr gut durch die Abbildung h — ah
beschrieben werden kann.

Diese Abbildungen sind aber genau die linearen Abbildungen auf R, und
deswegen ist es in Hinblick auf Satz 8.1.2 nahe liegend, Differenzierbarkeit auf
dem R™ wie folgt zu definieren:

Definition 8.2.1. Sei U C R” offen und f : U — R. Weiter sei xg € U.

(i) f heift differenzierbar bei xg, falls es ein g € R™ so gibt, dass die lineare
Abbildung ( - ,g) die Abbildung f in der Nihe von xo in folgendem Sinne
gut approzximiert:

1
lim | (w0 + B) = F(z0) — (9] = 0.2
s T

Das bedeutet:

V 9 V f@o+h) = fo) = (hg)| <ellh] .
e>0 6>0 heR™

zo+helU

(IRl <6

(ii) f heifst differenzierbar auf U, wenn f bei jedem xo € U differenzierbar ist.

Wenn es iiberhaupt eine approximierende Abbildung gibt, so ist sie eindeutig
bestimmt:

Lemma 8.2.2. Sei U C R" offen, f : U — R und xo € U. Ist f bei xo
differenzierbar, so gibt es genau ein g € R™, fir das die Bedingung aus Definition
8.2.1(1) erfillt ist.

Kurz: Es gibt hochstens eine lineare Abbildung, die f bei xo approrimiert.

9)Vgl. Bemerkung 2 nach Definition 4.1.2.
10)Zur Erinnerung: Fiir h € R™ ist ||k := /37", h? die euklidische Norm.
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Beweis: Angenommen, zwei Vektoren g, g € R™ geniigen den geforderten Be-
dingungen. Sei € > 0 beliebig. Fiir h mit geniigend kleiner Norm gilt dann
sowohl

|f(zo +h) — f(z0) — (h, g)| <el|n]|
als auch

|f(xo + h) = f(x0) — (R g)| < ellh] -

Deswegen ist

‘(hvg_§>| = ‘<h7g>_<h7§>|
= }(f(ﬂﬁo +h) — f(z0) — <h,§>) - (f(xo +h) = f(zo) — <h79>)|
< 2¢e]h].

Das gilt insbesondere fiir h = t(g — §), wenn ¢ geniigend klein ist, und so erhiilt
man mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

~112 ~ ~ ~
[t llg—all” = (t(g — ), 9 — 9)| < 2¢lt|llg — gl;

das impliziert ||g — g|| < 2e.
Weil diese Abschitzung fiir jedes ¢ > 0 durchgefithrt werden kann, muss
llg = gl| = 0 und damit g = g gelten. O

Bemerkungen /Beispiele:

1. Aufgrund der Motivation ist klar, dass Definition 8.2.1 im Fall n = 1 mit der
Differenzierbarkeitsdefinition in Kapitel 4 iibereinstimmt.

2. Etwas ausfiihrlicher formuliert, bedeutet Differenzierbarkeit doch die Moglich-
keit, im folgenden Sinn gut zu approximieren. Man sucht sich als Erstes ein
€ > 0 aus. Und dann soll es ein 0 so geben, dass man fiir die A mit ||h]] < § den
wirklichen Wert f(z¢ + h) der Funktion durch den approximativen (also f(z¢)
plus lineare Abbildung, angewendet auf h) ersetzen darf. Der Fehler ist dann
hochstens ¢||h||. Das heifit, dass man nicht nur eine Approximation der Giite
¢ erreichen kann (d.h. einen kleinen absoluten Fehler), sondern sogar eine, bei
der der Fehler durch eh abgeschitzt werden kann (d.h. einen kleinen relativen
Fehler).

3. Sei f =(-,go) eine beliebige lineare Abbildung auf dem R”. Dann ist f bei
allen xo € R™ differenzierbar und g ist das g der Definition 8.2.1.
Um das einzusehen, ist nur zu beachten, dass

f(zo+h) = f(xo) — (h, g0) = (w0 + h, go) — (T0, go) — (h, go) = 0.

Wir wissen damit: Lineare Abbildungen sind differenzierbar. Das ist natiirlich
wenig spektakulir, denn lineare Abbildungen sollten doch gut durch lineare Ab-
bildungen zu approximieren sein.

4. Fast noch leichter ist einzusehen, dass konstante Abbildungen f differenzier-
bar sind: Wenn man ¢ als Nullvektor wéhlt, ist

f(zo+h)— f(zo) — (h,g) =0.
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5. Ist eine reellwertige Funktion ¢ auf einer Umgebung von 0 € R™ definiert, so
sagt man, dass ¢ ein o(h) ist'?, falls gilt:

lim w(h)

T = 0.
2]

h—0

h#0

Differenzierbarkeit bedeutet unter Verwendung dieser Schreibweise gerade, dass
f(zo +h) = f(zo) + (h,g) + o(h)

fiir ein geeignetes g € R™.

6. Den Graphen der Abbildung f : U — R, also die Menge
{(x,f(x)) |z € U} c R,

kann man sich als Fliche im R™*! vorstellen, und der Graph der Abbildung
2o+ h — f(x0) + (h,g) ist eine n-dimensionale Hyperebene im R™*1. Differen-
zierbarkeit besagt, dass sich diese Ebene an den Graphen von f ,anschmiegt*.

Ist zum Beispiel f(z,y) = 22 +1?2, so ist der Graph ein Rotationsparaboloid.
Die eben beschriebene Hyperebene ist dann fiir den Punkt (0,0) die Menge
{(h1,h2,0) | (h1,h2) € R?} (also die (x,y)-Ebene), und fiir 29 = (1,1) ergibt
sich die Ebene

{(1+h1,1—|—h2,2+2h1 +2h2) | hi, ho ER}

Die geometrische Interpretation des Vektors g ‘

Aufgrund der Differenzierbarkeitsdefinition ist doch

f(xo +h) = f(xo) + (R, g).

Und fiir (h, g) haben wir in Abschnitt 8.1 eine Interpretationsméglichkeit her-
geleitet: Es ist
(h,g) = IRl - [lgll - cos an,g-

Daraus folgt, dass ein Ubergang von zy zu x¢ 4+ h die zugehérigen f-Werte
dann am stéirksten vergréfiern wird, wenn h in die Richtung von g zeigt (der
eingeschlossene Winkel also Null ist). In Kurzfassung:

g gibt die Richtung des stirksten Anstiegs von f bei xg an.

(Analog gilt natiirlich: (h, g) ist am kleinsten, wenn g und h in entgegengesetzte
Richtungen zeigen, wenn also h parallel zu —g ist. f fillt also bei xp am stirksten
in Richtung —g¢.) Diese Interpretation kann man noch ein bisschen verfeinern:
(h,g) ist doch proportional zur Linge von g, wird etwa g mit dem Faktor 3
multipliziert, wéchst (h, g) auf das Dreifache. Das bedeutet, dass ¢g nicht nur die

11) Gesprochen wird das als: ,,¢ ist ein klein o von h*.
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Richtung des stirksten Anstiegs angibt, sondern dass die Lénge von g auch ein
Ma$ fiir die Intensitit dieses stéirksten Anstiegs ist.

Wir betrachten nun den Zusammenhang zwischen Differenzierbarkeit und Ste-
tigkeit. Wie im Fall n = 1 gilt:

Satz 8.2.3. Ist [ bei xg differenzierbar, so ist [ bei xg stetig.

Beweis: Fiir beliebige z,y gilt stets [(z,y)| < ||z| - [|y]| (Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung). Hier wenden wir das so an: Ist £ > 0, so findet man ein ¢ > 0, so
dass fiir ||h|| < d die Ungleichung

|f(zo+h) = fzo)] = |f(zo+h) = f(zo) = (h,g) + (h, g)|
< e [hll 4+ [{h )l
< e[l +[IRl gl

gilt. Daraus folgt sofort die Stetigkeit von f bei zo: Ist € > 0 vorgelegt, muss man
nur die vorstehenden Uberlegungen mit ¢ = 1 durchfithren und dafiir sorgen,
dass das 6 < &/(1+ ||g||) ist; fiir ||| < d ist dann |f(zo + ) — f(xo)| <& O

Wie kann man Differenzierbarkeit schnell feststellen? |

Die bisherigen Beispiele fiir differenzierbare Funktionen sind nicht besonders
eindrucksvoll. Wirklich fehlt uns noch ein gut anwendbares Verfahren, um die
Differenzierbarkeit einer gegebenen Funktion nachzupriifen und den zugehorigen
Vektor g zu ermitteln. Diese Liicke kann dadurch geschlossen werden, dass man
das Problem auf Eigenschaften partieller Ableitungen zuriickfiihrt'?.

Wir werden gleich einen Satz beweisen, durch den dieser Zusammenhang be-
schrieben wird. Im nachstehenden , Kleingedruckten“ wird erldutert, wie dabei
partielle Ableitungen ins Spiel kommen.

Wir betrachten eine Funktion f : R? — R, fixieren (Z1,#2) € R?, geben
Zahlen hi, ho vor und wollen f(Z1 + hi, &2 + h2) — f(Z1,Z2) untersuchen.
Beim Ubergang von (&1, &2) zu (Z1 + h1, &2 + h2) verdndern sich gleich
zwei Koordinaten (s. Bild 8.2).

Durch einen kleinen Trick kann man sich auf die Behandlung von Situa-
tionen beschrinken, bei denen sich nur eine Koordinate verdndert. Dazu
schreiben wir die Differenz um:

f@1 4+ hi, @2+ ho) — f(31,32) =
(f(.fh + hi,Z2 + h2) — f(Z1 +h1,52)) + (f(id + hi,Z2) —f(CEth))-

Und jetzt muss man zur Behandlung der beiden Summanden nur noch

genau hinsehen, um den Mittelwertsatz der Differentialrechnung anwenden
zu kénnen:

12)Die tauchten in diesem Buch schon mehrfach auf. Falls Sie die Erinnerung auffrischen
wollen, brauchen Sie nur zum Beginn von Abschnitt 6.4 zuriickzublédttern.
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e Fiir differenzierbare ¢ : [a,b] — R ist nach dem Mittelwertsatz

o(b) = ¢(a) = ' (€)(b - a)
fiir ein geeignetes & zwischen a und b.

e Definiert man ¢ : [Z2,Z2 + ho] — R durch ¢(t) := f(Z1 + h1,t), so
ist also

F(Z1 + hi,Zo 4 he) — f(&1 + h1,T2) = ©(T2 4+ h2) — o(Z2) = ¢ (€)he

fiir ein £ zwischen T2 und Zs + ha.

e Nach Definition der partiellen Ableitungen von f ist
¢'(t) = (0f/0w2) (%1 + 1)

AR

(T1,%2 +h2)  (T1+ h1, @2 + o)

(Z1,22) (&1 + h1, Z2)

>R

Bild 8.2: f wird an diesen vier Punkten ausgewertet

Fasst man diese Uberlegungen zusammen, so haben wir den ersten Sum-
manden als

f(@1+ hy, @2+ h2) — f(Z1 + h1,T2) = ha(0f/0x2)(Z1 + h1,§)
geschrieben, wo £ zwischen Z2 und &2 + ha liegt. Ganz analog erhilt man
f(@1+ b, Zo) — f(E1, &2) = ha(9f/0x1)(n, Z5)
mit einem 1 zwischen ;1 und 1 + h;.

Im Falle stetiger partieller Ableitungen und kleinen hi, he darf man sicher
(0f JOx2)(Z1 + h1,§) durch (0f /0x2)(Z1,Z2) und (Of/0z1)(n, Z2) durch
(0f JOx1)(Z1,Z2) ersetzen, und damit ist es plausibel, dass die Differenz
f(ij —+ h1,3~32 =+ h2) — f(5:1,5:2) durch

hl(af/axl)(il, :fz) + hz(af/axz)(fl, fg)

approximiert werden kann.
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Wenn man diese Idee auf n Veriinderliche iibertrigt, erhélt man Teil (ii) des
folgenden Satzes:

Satz 8.2.4. Sei U C R" offen, f: U — R und xo € U.

(i) Ist f bei xq differenzierbar, so existieren alle partiellen Ableitungen von f
bei xo; in diesem Fall gilt fiir das g aus Definition 8.2.1:

0 0
- (%m%w)) 2

(ii) Falls alle partiellen Ableitungen von f in einer Umgebung von xq existieren
und stetig sind, so ist f bei xg differenzierbar; der Vektor g ist durch

9= (5l ) (o)

gegeben.

Beweis: (i) Wir schreiben zg in der Form (m§0)7 .. (0)) der Vektor g wird als
9= 1(g1,--.,9n) notiert. Wir haben zu zeigen, dass fur jedes 1 <17 < n gilt:

(0) 20 (0) (0 (0)
yeeey Ly X + 7, i1y om N
lif% (= 1 77'_ Tit1 n) — f(@o) — g (8.1)

Sei dazu 1 < i < n vorgegeben und (7,) eine gegen Null konvergente Folge,
deren Glieder alle von Null verschieden sind.
Wir definieren fiir £ € N den Vektor hy als 7-faches des i-ten Einheitsvek-
tors, also
hi = Tve; = (0,...,0,Tk,0,...,0) eR",

wobei die Zahl 7, an der i-ten Stelle steht. Wegen hj, — 0 erhalten wir aufgrund
unserer Differenzierbarkeitsdefinition

und das bedeutet wegen || hy|| = || und (hg, g) = 7%gi, dass
. ro + hi) — f(x 1
lim fwo ) = Fzo) _ gi| = —-|f(wo+hi)— f(xo) — Trgil
k—oo Tk ‘T}C‘

= 0.

Damit ist (8.1) bewiesen.

13) Achtung: Es handelt sich eigentlich um einen Spaltenvektor. Wir hatten jedoch im Inte-
resse einer besseren Lesbarkeit in Abschnitt 8.1 vereinbart, auf das ,, T “-Zeichen im Regelfall
zu verzichten.

partielle
Ableitungen und
Differenzierbarkeit
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(if) Wir haben, mit
of of
9= (o) 5o-(w0).
die Gleichung

Jin 0||hHI (w0 +h) = f(x0) = (h,9)| =

zu beweisen.

Dazu schreiben wir wieder zg = (9550), .. .,x;‘”)

, die Komponenten von h
sollen hi,...,h, heiBen. Wie in der Uberlegung vor der Formulierung dieses
Satzes wird die Differenz f(xzo+h)— f(zo) als Summe (diesmal von n Summan-
den) geschrieben, so dass jeder Summand eine Differenz zweier Funktionswerte
darstellt, bei der sich die Urbildwerte nur an einer Komponente unterscheiden:

f(zo +h) = f(xo) — (R, g)
E 0
= G b ) = JE ) = 3 e (e

n

Z(f(wﬁ‘”,..., A0 9+ )

i=1

—f(mgo),...,mgo), 2(931+h+1,...7x,(10)+hn)
of
~hig Oy (@ 0)>

Wendet man nun fiir jedes 1 <4 < n den Mittelwertsatz auf die Funktion
T = f(:vgo), R 50)1,$7.I'§+)1 + hit1, . ..,xg)) + hn)
an, so erhélt man fiir 1 <14 < n ein §; zwischen xl(-o) und xz(-o) + h;, so dass gilt:
f(wo +h) = f(zo) = (h,g)

P
_ Z( af< O 262 4 b, 2 © 4 hy)

i=1

0

Da alle 0f /0x; bei xq stetig sind, gibt es zu vorgegebenem & > 0 ein § > 0, so
dass

0 1o} 5
7o+ - S| < 2
1<i<n h L T n
[Ih]<é
Falls nun [[A]| < 0 gilt, ist
H(O,...,O,gi—ZEO),hi+1,...7hn) §67
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denn &; liegt zwischen x; © ynd Jc( ) 4+ h;. Damit ist nach Wahl von § auch fiir
jedes 1 <i<mn

af 0 af &
al'l( yee ey 5)1751, 2+1+h1+17...,$£bo)+hn)7ami(wo) SE7
und wir kénnen die oben begonnene Abschiitzung von f(xg+h)— f(xo) — (h, g)

fortsetzen:

|f(zo +h) = f(x0) — (h, 9)]

IA

" £
;‘hi“ﬁ

L
HhH';E

I - &

IN

Wir haben also gezeigt:

Y 3 VY 1@+~ flao) — (hg)l <elll.
e>0 6>0H ﬁLS

Das war aber gerade zu beweisen. |

Bemerkung: Schreibt man das Skalarprodukt aus, so besagt Satz 8.2.4, dass

of of
f(xo+h) = f(zo) + M1 o, (zo) + -+ hn o, (z0)
fiir ,,kleine® hq, ..., h, ist. )
_ Fasst man f(20+h)— f(wo) als ,Anderung von f* und h; fiiri = 1,...,n als
y,2Anderung von z;“ auf und schreibt dafiir Af bzw. Azq,...Ax,, so bedeutet
das

0
Bx{,, (z0)Axy,.

Wenn man bedenkt, dass der Fehler mit immer winzigeren Ax; immer kleiner
wird, und wenn man sich auch noch die Auswertung bei z spart, kann man mit
etwas Mut daraus die Beziehung

f

0
Af ~ a—i(xo)Aﬂcl +- 4

d T+ e+ ﬁdrn
oz,

herleiten und sie als Identitét zwischen den ,,unendlich kleinen Gréflen df und
dxy,...,dx, auffassen. So findet man Differenzierbarkeit in manchen Biichern
fiir Anwender (Ingenieure Physiker, ... ) beschrieben, unter Mathematikern be-
vorzugt man die ausfithrliche Variante®.

Der Gradient

Der Vektor, dessen Komponenten die partiellen Ableitungen von f bei zq
sind, spielt im Folgenden eine wichtige Rolle.

df—

14) Alles kann man mit der Theorie der Differentialformen Lwretten, doch das ist eine andere
Geschichte.
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Definition 8.2.5. Sei U C R" eine offene Teilmenge und f : U — R be:
xo € U partiell nach allen Variablen differenzierbar.

(i) Der Vektor
0 0
(grad f)(zo) := (a—i(xo), e %(z@)
heifst Gradient von f bei xg.

(i) Sind die Funktionen Of/0x1,...,0f/0x, sogar stetig auf U, so heifit f
stetig differenzierbar.

Das fiir uns wichtigste Ergebnis des vorigen Satzes kann dann so formuliert
werden:

Die Funktion f : U — R sei stetig differenzierbar. Das ist sicher
immer dann erfiillt, wenn f(x1,...,2,) in geschlossener Form unter
Verwendung der bekannten stetig differenzierbaren Funktionen (also
Polynome, trigonometrische Funktionen, Exponentialfunktion, ...)
aus den z1, ..., x, aufgebaut ist.

Fiir jedes 9 € U gibt dann der Vektor (grad f)(x¢) die Richtung
des stérksten Anstiegs von f in der Nihe von xg an.

Fiir ,kleine* h € R™ darf f(xg + h) durch f(zo) + (h, (grad f)(zo))
approximiert werden, also

fl@o+h)~ f(zo) + hi%(axo).
i=1 ¢

Bemerkungen und Beispiele:

1. Der Gradient von f bei xq sollte eigentlich als Spalte geschrieben werden, da
es sich um ein Element des R™ handelt. Es wurde schon bemerkt, dass man aus
Griinden der Ubersichtlichkeit solche Vektoren lieber als Zeilen notiert.

Es ist noch auf eine weitere Vereinfachung der Schreibweise hinzuweisen. Von
f gelangt man doch zunéchst zu grad f — das ist ein n-Tupel von Funktionen —
und dann zu (grad f)(zo) (ein Vektor). Und deswegen sollte es eigentlich immer
(grad f)(x0) heiflen. Wir werden aber, wie alle anderen auch, einfach grad f(xo)
schreiben'®).

2. Fiir f(z,y, 2) := 3z — 422yz soll grad f(—1,1,2) berechnet werden.

Zuniichst bestimmen wir grad f(z,y, z) an einer beliebigen Stelle (z,y, z) durch
Berechnung der partiellen Ableitungen:

grad f(z,y,2) = (3 — Sayz, —4a’z, —4z%y).

15) Ahnliche Vereinbarungen hatten wir schon bei der Differenzierbarkeit fiir Funktionen einer
Verédnderlichen getroffen. Nur so kann man zum Beispiel die bekannte Differentiationsregel
(z™)" = nz"™~1! {ibersichlich formulieren.
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Setzt man (z,y,z) = (—1,1,2) ein, so erhiilt man
grad f(—1,1,2) = (19, -8, —4).
3. Nun soll die vorstehende Rechnung verwendet werden, um eine Néherungs-
formel fiir f in der Néhe von (—1,1,2) zu erhalten. Dazu ist noch
f(=1,1,2) = =3 —4(-1)*-1-2=—11
zu berechnen. Wir erhalten

f(—l 4+ h1, 14+ ho, 2+ h3)

Q

—11+ (h, (19, —8, —4))
—11 + 19k — 8hy — 4hs.

Beispielsweise ergibt sich mit dieser Approximation, dass

£(=0.994,1.001,2.02) = f(—1+0.006,1+ 0.001,2+ 0.02)
~ —11+19(0.006) — 8(0.001) — 4(0.02)
= —11+40.114 — 0.008 — 0.08
—10.974;

ein genauerer Wert ist —10.9733314. Ahnlich erhilt man
f(=1,0.98,2.02) ~ —10.92

als Approximation von f(—1,0.98,2.02) = —10.9184. ..

4. Eine rechteckige Platte sei aufgeheizt, die Temperatur bei (x,y) sei durch
T(z,y) = 50 — 22y gegeben.

Eine Maus befinde sich an der Stelle (1, 2). Sie fiihlt sich dort wegen T'(z, y) =
48 nicht sehr wohl. In welche Richtung empfehlen Sie der Maus wegzulaufen?

Die Losung: T fallt doch am schnellsten in Richtung des negativen Gradien-
ten, und hier ist grad T(z,y) = (—2zy, —2?), d.h. grad T(1,2) = (—4, —1). Die
Empfehlung lautet daher, sich in Richtung des Vektors —grad7'(1,2) = (4,1)
zu entfernen (vgl. Bild 8.3).

Bild 8.3: Temperaturverlauf und Gradient bei (1,2)
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5. Fiir jedes xg ist grad f(zo) ein Vektor. Unter grad f verstehen wir die Abbil-
dung z +— grad f(z). Formal handelt es sich um eine Abbildung, die U in den
R™ abbildet (ein so genanntes Vektorfeld). Ist f stetig differenzierbar, so heifit
das gerade, dass grad f : U — R"™ eine stetige Abbildung ist.

Eine Veranschaulichung ist dadurch moglich, dass man fiir ,,geniigend viele®
Punkte — evtl. unter Mafstabséinderung — grad f(z¢) in z( einzeichnet.

Nachstehend finden Sie eine Skizze von grad f fiir f(x,y) := xy, also eine
Veranschaulichung des Gradientenfelds grad f : (x,y) — (v, x):

Nae
NN :
i*?ﬁ}—b#—ﬁ"
[
JiLirr

\
AN
AN,
N
X
X
L

r

/ 7 3]

7=

Bild 8.4: Gradientenfeld von (z,y) — ay

"3
N

6. Man finde eine Niaherungsformel fiir f : (o, 8) — V1 + af bei (o, 3) = (3, 1).

Hier ist 16}
| B (e
grad f(a, 3) = (2\/1 Taf 21 +aﬁ> ’

also grad f(3,1) = (1/4,3/4). Wegen f(3,1) = 2 ergibt sich daraus

hi  3h
\/1+(3+h1)(1+h2)w2+zl+T2.

Die Giite dieser Approximation wollen wir noch an einem konkreten Beispiel
testen, dazu wahlen wir hy = 0.005 und he = —0.006. Der auf 7 Stellen exakte
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Wert von f(3.005,0.994) ist 1.9967398.. . ., als Approximation erhilt man

- % B % — 1.99675.

Das ist ein Fehler in der Gréflenordnung von etwa 1072,

Der Gradient als Lebenserfahrung

Es wurde schon in der Einleitung zu diesem Kapitel hervorgehoben, dass wir
es in der Realitdt sehr oft mit Funktionen zu tun haben, die von mehreren
Veranderlichen abhéngen. Sehr viele Beispiele ergeben sich daraus, dass Gréfien
von den drei Raumkoordinaten abhéngen konnen.

Fiir solche Félle hat die Natur im Laufe der Evolution dafiir gesorgt, dass der
Gradient intuitiv und oft in Sekunden-Bruchteilen erkannt wird. Aulerdem ver-
anlasst das Unterbewusstsein — je nach Situation — eine Bewegung in Richtung
des Gradienten oder gerade entgegengesetzt (also in Richtung des negativen
Gradienten). Im obigen Beispiel 3 der Maus auf der heiflen Platte wiirde die
Maus natiirlich nicht anfangen, partielle Ableitungen auszurechnen, sie wiirde
vielmehr instinktiv auf schnellstem Weg in kiihlere Regionen laufen. Hier noch
einige weitere Beispiele:

e Wenn es einem im Winter zu kalt ist, ,,wei* der Korper, in welche Rich-
tung der Gradient der Temperaturfunktion zeigt.

e Angenommen, Sie befinden sich in einem hiigeligen Geldnde, und bzgl.
irgendeines rechtwinkligen Koordinatensystems bedeutet f(x) die Hohe
iiber dem Meeresspiegel an der Stelle z € R2. (Ist das Gelinde nicht zu
groB, kénnte man & = (z1,x2) zum Beispiel durch Breitengrad z; und
Léngengrad x5 beschreiben.)

Dann ist der Gradient f(z) bei z derjenige horizontale Vektor, der die
Richtung angibt, in der es von x aus gesehen am stérksten aufwarts geht.

e Wenn Sie sich plotzlich im Urwald einem Tiger gegeniibersehen, wird
schlagartig die Funktion f(z) := ,Abstand vom Punkt 2 zum Tiger* in-
teressant. Auch wenn Sie diesen Abschnitt nicht gelesen héitten und auch
wenn Sie jetzt nicht konkret rechnen wollen, ist klar: Der Gradient in =
wird ein Vektor sein, der vom Tiger weg zeigt.

Der Instinkt hat Recht: Wenn sich der Tiger — zum Beispiel — im Null-
punkt befindet, ist der Abstand zu einem Punkt (x1,22) der Ebene
durch f(z1,z2) = v/2? + 23 gegeben. Der Gradient von diesem f bei

(1, z2) ist (xl/\/xf + 22, 22/ /23 + x%), und das ist ein Vektor der

Lénge 1, der ein Vielfaches von (z1,z2) ist.

(Gébe es ein dhnliches Problem im R™ fiir andere Dimensionen, so
wiirde man auch — bei gleichem Beweis — zeigen kénnen: Die Norm
eines Vektors nimmt am stérksten in Richtung dieses Vektors zu.)
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e Schon Kleinstlebewesen haben Sensoren dafiir, Gradienten von z.B. Tem-
peratur, Sdurekonzentration oder Lichtintensitéit zu messen und ent-
sprechend zu reagieren. Auch unsere Sinnesorgane sind hervorragende
Gradienten-Messinstrumente. (Denken Sie daran, wenn auf der néchsten
Party ein interessantes Parfiim in der Luft liegt oder es auf dem Weih-
nachtsmarkt plotzlich nach Glithwein riecht.)

7. Interpretieren Sie die vorstehenden Uberlegungen im Fall n = 1: Welcher
Vektor ist grad f(4) fir f(z) = 22 — 1, was bedeutet im Eindimensionalen die
Aussage ,grad f(xg) zeigt in die Richtung des stiirksten Anstiegs von f an der
Stelle zo“?

8.3 Hohere partielle Ableitungen und der Satz
von Taylor

Im vorigen Abschnitt haben wir unter Verwendung des Konzepts der Diffe-
renzierbarkeit (fast) beliebige Funktionen auf dem R™ im Kleinen ,gut“ durch
lineare Abbildungen approximiert: f(xo + h) ~ f(zo) + (grad f(zo), h). Was
heifit aber ,,gut“ genau?

Ahnlich wie in Kapitel 4 lassen sich mit dem Satz von Taylor quantitative
Aussagen gewinnen, wieder wird die Giite der Approximation vom Verhalten
der hoheren Ableitungen abhédngen. Hier sind — natiirlich — hohere partielle Ab-
leitungen gemeint, die studieren wir als Erstes. AnschlieBend wird eine iiberra-
schende Eigenschaft dieser héheren Ableitungen bewiesen. Der Satz von Schwarz
garantiert, dass es auf die Reihenfolge nicht ankommt: Zuerst nach z; und dann
nach z; abzuleiten fithrt zum gleichen Ergebnis wie umgekehrt.

Es ist dann noch eine weitere Vorbereitung erforderlich, wir fithren als neu-
es Symbol den Nabla-Operator ein. Damit werden wir dann in der Lage sein,
den Satz von Taylor iibersichtlich zu formulieren. Der Beweis ist danach nicht
besonders schwierig, er wird auf den ,eindimensionalen“ Satz zuriickgefiihrt.
(Genau genommen, haben wir dann wesentlich mehr erreicht als eigentlich ge-
plant. Wir haben nicht nur fiir den Unterschied zwischen f(xzg + h) und der
Néherung f(zo) + (grad f(xo), h) eine Fehlerabschétzung ermittelt, wir kénnen
nun die Funktion f in der Nihe von xo durch Polynome'®) approximieren.)

Am Ende dieses Abschnitts werden noch einige erste Folgerungen aus dem
Satz von Taylor gezogen, auch wird ein Beispiel ausfithrlich behandelt werden.

Hohere partielle Ableitungen

Inhaltlich sollte klar sein, was es zum Beispiel fiir eine Funktion in den drei
Verénderlichen z,y, z bedeutet, dass sie einmal nach x, dann zweimal nach y,
anschliefend noch einmal nach = und am Ende einmal nach z abgeleitet wird.

16)Hier sind Polynome in mehreren Verinderlichen gemeint, s.u.
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Ist etwa f(z,y,2) = 2*y%3*, so ergibt sich iiber die Zwischenrechnungen

423y8e3% . 24a3y5e3%, 12023943, 36022y*e3* das Ergebnis 108022y*e?. In die-
sem konkreten Fall wiirde man dafiir

_or
020x0y%0x

schreiben'™. Im Zihler erkennt man aus dem Exponenten beim ,,0%, wie oft
insgesamt abgeleitet wird, und im Nenner werden die dort stehenden Variablen
von rechts nach links abgearbeitet; ist eine mehrfache Ableitung nach der glei-
chen Variablen vorgeschrieben — wie hier beim y — driickt man das durch den
entsprechenden Exponenten bei dieser Variablen (und nicht, wie es vielleicht
logischer wiire, bei dem entsprechenden ,,0“) aus.

Hier zwei weitere Beispiele dazu:
1. Sei f(z,y) = sin(ay). Dann ist
o3 f O f 3 f

= = —xy? cos(xy).

020y - OxOydzr  Oydx?

2. Fiir f(w1,...,zn) =2+ + 2t ist

fiir jedes 1.

Der Exponent bei ,,0“ im Zahler heifit tibrigens die Ordnung der Ableitung,
die vorstehenden Beispiele waren von fiinfter, dritter und zweiter Ordnung. Ist
m € N, so sagt man, dass f m-mal stetig partiell differenzierbar ist, wenn alle
Ableitungen bis zur m-ten Ordnung existieren und stetig sind.

Fiir die meisten Zwecke reicht es, sich zu merken: Ist f als geschlossener
Ausdruck aus differenzierbaren Bausteinen dargestellt, so ist f m-mal stetig
partiell differenzierbar fiir beliebig grofie m.

Der Satz von H.A. Schwarz!® ‘

Bei der Berechnung der hoheren partiellen Ableitungen fallt auf, dass es bei
den Beispielen auf die Reihenfolge der partiellen Ableitungen gar nicht ankam,
also etwa stets 0%f/0z0y = 0%f /0yOx galt. Das ist ein beim ersten Kennen-
lernen unerwartetes merkwiirdiges Phénomen: Bei naiver Betrachtung ist nicht
einzusehen, dass 0%f/0z0y und 02f /0ydz etwas miteinander zu tun haben soll-
ten.

17) Gesprochen wird das als: ,,d fiinf f nach d z, d z, d y Quadrat, d z*.

18)Ein wenig Lokalpatriotismus darf sein: Hermann Amandus Schwarz (1843 bis 1921) be-
gann als Gymnasiallehrer, spéiter war er Professor an mehreren Universititen, zuletzt an der
Friedrich-Wilhelms-Universitit — heute Humboldt-Universitdt — in Berlin als Nachfolger von
Weierstra$3; er schrieb wichtige Arbeiten zu verschiedenen Gebieten der Analysis.

HERMANN AMANDUS
SCHWARZ
1843 — 1921
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Es lassen sich zwar mit etwas Einfallsreichtum Funktionen angeben, fiir die
D%f /0xdy von 0*f /Oydx verschieden ist'®, doch stellen derartige Situationen
pathologische Ausnahmefille dar. Fiir alle praktisch wichtigen Funktionen darf
die Differentiationsreihenfolge vertauscht werden, das wird im Folgenden wich-
tige Konsequenzen haben.

Ein geniigend allgemeines Ergebnis finden Sie im folgenden
Satz 8.3.1 (H.A. Schwarz). Sei U C R™ offen und f : U — R. Sind dann,
fiir zwei i,j mit 1 <i,j <n, die Funktionen 8f/0x;, Of |0z, 0°f /0x;0x; und
0%f |0x;0x; auf U definiert und stetig, so gilt fir jedes xg € U:
% 0*f
63:,895] (.730) a al'jail?7 (.170)

Beweis: Fiir ¢ = j ist nichts zu zeigen, und fiir ¢ # j werden bis auf zwei
Komponenten (ndmlich die i-te und die j-te) alle anderen bei sdmtlichen Rech-
nungen festgehalten. Das bedeutet, dass wir uns nur um den Fall n = 2 kiimmern
miissen. Zu zeigen ist also:

Es sei U C R? offen und f : U — R. Setzt man voraus, dass df/dz,
af /0y, 0*f /0x0y und 9%f /Oydx existieren und auf U stetig sind, so
gilt
f >f
Jdxdy (o) = dyox (o)

fur alle zg € U.

Zum Beweis dieser Aussage sei xg = (x§°>, acéo) ) € U beliebig vorgegeben und
no € N so groB, dass fiir n > ng die folgenden vier Punkte in U liegen®®):

© o 1 o, o, 1
(:1:1 , Lo +n> <x1 +n,x2 +n
[ ] [ ]

[ ] [ ]
(0) 1
(351 ,acg) <$EO) + 775050))
n

Bild 8.5: f wird an diesen vier Punkten ausgewertet

19)ygl. Ubung 8.3.2.
20) Man muss nur dafiir sorgen, dass die Kugel um zo mit dem Radius 1/(v/2ng) in U ent-
halten ist.
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Zur Berechnung der gemischten partiellen Ableitungen bestimmen wir fiir
n > ng die Zahl

1
an = 10®) — (6,0 + 1)
1 1 1
— f(:rgo) + axéo)) + f(;rgo) + axéo) + 7)
n n n
auf zwei verschiedene Weisen, namlich:

e Erstens definieren wir fiir n > ng die Funktion g, : [z§°>, xy + 1/n} —R
durch
gn(x) = f(z: zg» n) f(z, mgo)).

Dann ist a, = gn (23 41 /n)—gn(z] @ )) und aufgrund des Mittelwertsatzes
gibt es ein s, € } xgo),xgo) +1/n [ mit

-g;(sn)
af o, 1y 9Of )
. (%(sn,m2 + E) — %(sn,% ))

Eine erneute Anwendung des Mittelwertsatzes auf die Funktion

SI—=3l-

= ==(Sp,x)

oz

liefert die Existenz eines o,, € } méo), mgo) +1/n [ mit

1 /0f 1, of
an = o (Gl + ) = 5o (onad?))
1 82f( )
 n20ydx Sy Tn):

e Zweitens kann man analog von der Funktion

o(e) = £ (4 1.2) = 7ol )

ausgehen und durch zweimalige Anwendung des Mittelwertsatzes eine Zahl

tn € ] x§° ,x§°) +1/n [und ein 7, G} xg] , L © 4 1/n [50 finden, dass gilt:

1oy
~ n2 dzdy

(tns Tn)-

Fiir n — oo konvergieren (s, 0y,) und (t,, 7,) gegen o, und damit folgt aus

\v/ an 7,) = na —782f (Sns0on)

n>ng
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und der Stetigkeit von 02f /0xdy und 6%f /Oydz, dass

I (20 = 2L (ay)
Jdxdy 0/ dyox 0
sein muss. Das war aber zu zeigen. 0

Bemerkung: Durch mehrfache Anwendung des Satzes von Schwarz lassen sich
komplizierte Differentialausdriicke vereinfachen, etwa
o o°f
zu ;
0x0y0z0y0xdx = Ox30y20z’

dazu ist natiirlich vorauszusetzen, dass die auftretenden Ableitungen nicht nur
existieren, sondern auch stetig sind.

Differenzierbar oder stetig differenzierbar?

Fiir Funktionen in einer Verénderlichen lassen sich so gut wie al-
le interessanten Folgerungen aus der Differenzierbarkeit schon dann
beweisen, wenn man nur die Ezistenz der betreffenden Ableitungen
voraussetzt: Mittelwertsitze, Satz von Taylor, . ..

Hier in Kapitel 8 dagegen werden wir es fast immer mit stetig diffe-
renzierbaren Funktionen zu tun haben. Nur fiir sie kann man leicht
die Differenzierbarkeit durch partielle Ableitungen beschreiben, im
Satz von Schwarz wurde Stetigkeit der auftretenden Ableitungen
vorausgesetzt, und auch spéter wird es viele weitere entsprechende
FErgebnisse geben.

Der Nabla-Operator ‘

Als Vorbereitung zur Formulierung des Satzes von Taylor bendtigen wir et-
was Ubung im formalen Umgang mit Differentiationssymbolen:

Definition 8.3.2. Wir wollen unter dem Symbol V (lies: Nabla) die Abkiirzung
fir den Ausdruck

0 0
V.= (8_"51778—%>

Natiirlich ist V, fiir sich genommen, eigentlich nicht sinnvoll; verfihrt man
damit jedoch formal wie mit einem Vektor des R"™, so ergeben sich Ausdriicke,
die man berechnen kann.

verstehen.

FErstens:
Der Ausdruck

Vf:= <ﬁ .. ﬁ)

6.1?1 o ’ axn
ist fiir eine differenzierbare Funktion f : U — R das zugehorige Gradientenfeld.
f wird also formal wie eine Zahl rechts an den ,, Vektor* V multipliziert.
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Zweitens:

Fiir 2o € U ist V f(x¢) derjenige Vektor des R™, der entsteht, wenn man z¢ in
das Gradientenfeld V f einsetzt. V f(x¢) ist also der Vektor grad f(xo).
Drittens:

Fir h = (h1,...,hy,) € R™ verstehen wir unter (h, V) das formale innere Pro-
dukt von h mit V, also den Ausdruck

(h, V) ist, fiir sich genommen, genauso wenig sinnvoll wie V, dieser Ausdruck
ywartet® sozusagen auf eine differenzierbare Funktion. Es ist ndmlich wieder
klar, was unter (h, V) f fiir eine Funktion f in n Verdnderlichen zu verstehen

ist:
_, of of
(h,V)f =M1 e + -+ hy, T

So ist etwa fiir f : (z,y, 2) — 22 — 2932 und h = (1,2, 3):

(h, V) f(x,y,2) = (<%+2%+3%>f)(x,y,z)

_ (o9f  ,of | ,Of
= (% + 26_y +35) (x,y,2)

= 2z —12y%z — 6y°.

Viertens:

Nun wird es etwas komplizierter, wir benotigen auch noch die formalen Poten-
zen: Was ist (h, V)* fiir k € N ?

Dazu multipliziere man (h, V)* so aus, als wenn es sich um gewthnliche
Klammerausdriicke handeln wiirde. Es ist zu beachten, dass Produkte der Kom-
ponenten von V vereinfacht geschrieben werden diirfen und dass die Kompo-
nenten untereinander kommutieren. Unter Verwendung der Formel?!)

oo
k n
(@t Fa)'= Y m——alal
0<jtsgnsh 1T
it tin=k
ergibt sich
k! ; , ok
(hVYF = > SR Y S —
]1!"']71! ale...axjn
0<J1somfin <k 1 n
it tin =k

2D Piir n = 2 ist das die bekannte Formel fiir (a + b)*. Der Induktionsbeweis fiir den allge-
meinen Fall soll hier nicht gefithrt werden.
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Beispiele:
1. Im Fall n = k = 2 ist
B} 0\’
2 v il
(h,V) = <h1 o + ho ay)
32 32 82
= hP— +2mh hi—.
L o2 e Zaway + 2 5y2

2.Firn=k=3und h = (1,-2,0) ist

((1,-2,0),V)3 = (6%_26%>3

3 3 3 3
S S P Ay
ox3 0x20y Oxdy? oy?

3. Fiir n = 2 vereinfacht sich obige allgemeine Formel zu

k
k\ . OF
\V4 k § i pk—i
th, V)" = (i>h1h2 drtdyk—t"

=0

Wer auf eine nicht bloB formale Erklirung Wert legt, kann (h, V) als Differen-
tialoperator auffassen, also als Abbildung, die jeder differenzierbaren Funktion f die
Funktion (h,V)f zuordnet. (h, V)* ist dann gerade derjenige Operator, der der k-
maligen Hintereinanderausfithrung von (h, V) entspricht. Dass wirklich so ausmulti-
pliziert werden darf wie beschrieben, liegt erstens an der Linearitdt des Differenzierens
und zweitens am Satz von Schwarz.

Der Satz von Taylor‘

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den folgenden wichtigen Satz beweisen.
Formal dhnelt er sehr stark dem ,eindimensionalen“ Ergebnis (Satz 4.3.2):

Satz 8.3.3 (Satz von Taylor). Sei U C R" offen und f : U — R. Weiter sei
xo9 € U, und h € R™ sei so vorgegeben, dass zo +th € U fir 0 <t < 1; das
bedeutet, dass die ganze Verbindungsstrecke von xo nach xo+ h in U liegt.

Ist dann f (k+1)-mal stetig partiell differenzierbar auf U, so gibt es ein
to € ]O, 1 [ mit

k

flao+h) =Y

=0

<h, V)lf(xo) <h7 V>k+1f(1'o + toh)
il (k+ 1)

Wir wollen den Beweis auf den eindimensionalen Satz von Taylor zuriickfithren,
als Vorbereitung beweisen wir das
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Lemma 8.3.4. Es secienr € Ng und f : U — R"™ r-mal partiell differenzierbar.
xo und xo+ h seien Punkte aus U, so dass die ganze Verbindungsstrecke von xg
nach xo + h in U liegt.

Definiert man dann g : [0,1] — R durch g(t) := f(xo + th), so ist g r-mal
differenzierbar. Die r-te Ableitung von g ist fir jedes t € [0,1] durch

9"(t) = (h, V)" f (o + th)
gegeben.

Beweis: Der Fall » = 0 ist klar, fiir r € N wird die Aussage durch vollstéindige
Induktion bewiesen.

e Induktionsanfang
Zu zeigen ist doch, dass

n

gt => hi %(1’0 +th) = (h, grad f(zo + th))

i=1 i
gilt. Sei also (t,)nen eine Folge in [0,1], so dass ¢, — t und ¢,, # ¢t fiir
alle n. Wegen der Differenzierbarkeit von f bei xg + th € U ist

1 ) ~
lim m’f(:ro Fth+h) — f(xo + th) — (b, grad f (a0 + th))| = 0.
h—0

Insbesondere heit das fiir hy, := (t, —t) - h — 0, dass

. 1
Jim. m@(%) —g(t) = ((tn — t)h, grad f(xo +th))| = 0,

und das bedeutet gerade, dass

t) — gt
% — (h,grad f(zo + th))| — 0
gilt. Folglich ist ¢'(t) = (h, V) f(x¢ + th) wie behauptet.

e Induktionsvoraussetzung

Die Aussage von Lemma 8.3.4 gelte fiir ein festes r € N.

e Induktionsschluss

Die Aussage ist fiir 7 + 1 zu zeigen, das soll durch eine Kombination
der Induktionsvoraussetzung mit dem schon gefithrten Beweis fiir » = 1
erreicht werden.

Wir betrachten die Funktion

F ot (b, V) f(zo + th).
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Die Ableitung dieser Funktion ist aufgrund des fiir » = 1 gefithrten Be-
weises??) gleich (h, V) F (o +th), also gleich ((h, V)(h, V)" f) (20 +th). Es
gilt also

F'(t) = (h, V)" T f(zq + th).

Andererseits ist nach Induktionsvoraussetzung F(t) = ¢(")(t), d.h.:

g () = F'(t) = (b, V)" (0 + th). O
Es folgt der Beweis des Satzes von Taylor. Er wird iiberraschend kurz sein,
die Hauptarbeit ist ndmlich schon geleistet: einmal im Beweis des eindimensio-
nalen Satzes (Satz 4.3.2) und dann durch den Nachweis der Eigenschaften der
vorstehend definierten Funktion g.

Beweis: Wir betrachten die Funktion ¢ : [0,1] — R, ¢ — f(xo + th). Wegen
Lemma 8.3.4 ist g dann (k+1)-mal differenzierbar, aufgrund des , eindimensio-
nalen“ Satzes von Taylor existiert folglich ¢y € ]0, 1 [ mit

(1) (k+1)
g L9 (to) - k41
9(1) _Z (k+1)! !

Mit Lemma 8.3.4 kann diese Formel als

k k41
.I‘O + h _ Z 1‘0 <h, V) f(l‘() + toh)

(k+1)!

=0

umgeschrieben werden. 0

Erste Folgerungen aus dem Satz von Taylor, ein Beispiel‘

Mittelwertsatz

Ahnlich wie im Eindimensionalen ist das Wachstum einer Funktion zwischen
zwei Punkten vom Verhalten der , Ableitung” — d.h. des Gradienten — zwischen
diesen Punkten abhéngig:

Korollar 8.3.5 (Mittelwertsatz). Es sei U C R™ offen und f : U — R stetig
partiell differenzierbar. Ist xo € U und gehort die Strecke zwischen xo und xo+h
ganz zu U, so existiert ein tg € 10,1[, so dass

f(xo+h) — f(xo) = (h,grad f(zo + toh)).

Beweis: Das ist die Aussage des Satzes von Taylor fiir den Spezialfall £ = 0. O

22)Der Induktionsanfang wird also jetzt fiir F und nicht fiir g ausgenutzt.
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Charakterisierung konstanter Abbildungen

Korollar 8.3.6. Es sei U C R" offen, wir nehmen an, dass je zwei Punkte
von U durch einen Streckenzug verbindbar sind®3). Ist dann f : U — R stetig
partiell differenzierbar und ist grad f(x) = 0 fiir alle x € U, so ist f konstant.
Kurz: f ist genau dann konstant, wenn grad f = 0 gilt.

Beweis: Sei xg € U fest gewdhlt. Fiir jedes x € U gibt es x1,..., 2, € U, so
dass der Streckenzug von zq iiber x; und 9 und --- nach z,, = x ganz in U
liegt.
I T2
3
) T4

Bild 8.6: Streckenzug in U

Zui € {1,...,m} kann man nach Korollar 8.3.5 ein ¢; € ]0,1[ so finden, dass
flxi) = flzim) = <$z —xi—1,grad f (z; + to(z; — 1'1'71))> =0,
f

es gilt also f(x;) = f(x;—1). Damit ist f(xg) = f(x1) = -+ =
also muss f konstant gleich f(z) sein. a

Richtungsableitungen

Wie iiblich sei U C R™ offen und zg € U. Weiter sei hy € R™, wir nehmen
an, dass ho nicht der Nullvektor ist. Da U offen ist, wird ¢p, : t — f(20 + tho)
fiir kleine ¢ definiert sein, etwa auf einem Intervall [—¢,e].

Die inhaltliche Bedeutung von ¢y, ist die folgende: ¢ +— x¢ + tho beschreibt
einen Spaziergang, der mit gleichformiger Geschwindigkeit ||ho|| von z¢ in Rich-
tung zo + ho geht, die Zeitmessung beginnt beim Durchgang durch xq. Dabei
wird withrend des Spaziergangs verfolgt, wie sich f verhilt. Ist etwa f(z) die
Temperatur im Punkt z € R2, so beschreibt (,, das Temperaturempfinden des
Spaziergéngers. Wie verdndert sich ¢p, beim Start? Dazu ist die Ableitung von
¢h, bei 0 auszurechnen:

Satz 8.3.7. Ist f stetig differenzierbar, so gilt ¢}, (0) = (ho,grad f(zo)). Diese
Zahl heifit die Richtungsableitung von f in Richtung hg.

23)Ein Streckenzug besteht aus endlich vielen, etwa m Strecken, wobei der Endpunkt der
i-ten Strecke mit dem Anfangspunkt der (i + 1)-ten Strecke zusammenfillt (¢ =1,...,m —1).

Sind je zwei Punkte so verbindbar, so sagt man, dass U Streckenzug-zusammenhingend
ist. Das bedeutet naiv, dass man zwischen je zwei Punkten von U eine nicht unterbrochene
Verbindungslinie ziehen kann, die aus Streckenstiickchen besteht.

Zum Beispiel erfiillt das Innere einer Kugel diese Bedingung, der R?, aus dem die z-Achse
entfernt wurde, aber nicht.

Es ist manchmal niitzlich zu wissen, dass eine offene Teilmenge des R"™ genau dann
Streckenzug-zusammenhéngend ist, wenn sie Weg-zusammenhingend ist (wenn sich also je
zwei Punkte durch eine stetige Kurve verbinden lassen).

grad f =0
folgt:
f konstant

Richtungs-
ableitung
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Beweis: Sei (t,,) eine Folge in R mit ¢, — 0 und ¢,, # 0 fiir alle n. Wir haben

Pho (tn) — $ho (O)
tn

auszurechnen. Dazu wenden wir fiir jedes n Korollar 8.3.5 fiir h = ¢,,hg an. Wir
finden danach jeweils ein s, € ]0,1[, so dass

f(-TO +tnh0) - f(ﬂﬁo) = <tnh0: grad f('TO +5ntnh0)> = tn<h07 grad f(IO +5ntnh0)>
gilt. Folglich ist

Phyg (tn) — Phgy (O)

n == <h07 gradf($0 + Sntnho)>,
n

und da (s,t,) eine Nullfolge ist, geht der rechts stehende Ausdruck wegen der
vorausgesetzten Stetigkeit der partiellen Ableitungen gegen (ho, grad f(zo)). O

Bemerkungen:

1. Es folgt iibrigens noch einmal, dass grad f(x¢) die Richtung des stérksten
Anstiegs ist: Durchlauft hg alle Vektoren einer festen Lénge, so wird das innere
Produkt mit dem Gradienten bei xy genau dann maximal, wenn hg parallel zu
grad f(xg) ist.

2. Wir haben gesehen, dass sich aus der Kenntnis von grad f(zo) alle Rich-
tungsableitungen bei xy ergeben. Umgekehrt gilt das auch. Setzt man ndmlich
fiir hp den i-ten Einheitsvektor e; ein, so ist die Richtungsableitung gleich
(ei,grad f(xp)), also gerade die i-te Komponente von grad f(zg).

Lipschitzeigenschaft

Sei K C U eine kompakte konvexe Teilmenge?®. Ist dann f auf U stetig
differenzierbar, so sind alle partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig und
folglich auf K beschrénkt (Satz 3.3.11). Wir konnen daher ein R so finden, dass
diese Ableitungen auf K durch R abschitzbar sind. Insbesondere heifit das: Ist
h beliebig und z € K, so ist

9 d
< R+t )
< Rl

dabei haben wir ausgenutzt, dass |h;| < ||h| fiir jedes ¢ gilt.

Das hat eine interessante Konsequenz: Sind xg,yo € K beliebig, wenden wir
den Mittelwertsatz 8.3.5 auf zg und h := yg — g an; wegen der vorausgesetzten

24)Eine Teilmenge K eines Vektorraums heiBt konvezr, wenn mit je zwei Punkten auch die
Verbindungsstrecke zu K gehért. In Formeln: Fiir z,y € K und A € [0,1] ist Az+(1-\)y € K.
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Konvexitdt von K gehort die Verbindungsstrecke von xg nach zg + h zu U. Es
folgt (mit einem geeigneten t € |0,1[ und L := nR):

|f(yo) = f(zo)l = [f(wo+h)— f(zo)l
= [(grad f(zo +th), h)|

L]l

L [lyo — wol|-

IA

Damit haben wir gezeigt, dass stetig differenzierbare f : U — R auf jeder
kompakten konvezen Teilmenge ihres Definitionsbereiches Lipschitzabbildungen
sind. Uberraschenderweise gilt sogar mehr:

Satz 8.3.8. Sei U C R" und f: U — R stetig differenzierbar. Dann ist f auf
jeder kompakten Teilmenge K von U eine Lipschitzabbildung.

Beweis: Sei K C U kompakt. Ware f dort keine Lipschitzabbildung, konnte
man fiir jedes k € N Elemente ), y*) ¢ K mit

Hf($<k>) _ f(y(k))H ~k wa _ y(k)H

finden. Da K kompakt ist, konnen wir eine Teilfolge der (ac(k)) auswéhlen,

keN
die konvergent ist. Auch die zu diesen Indizes gehorige Teilfolge der (y(k)) hat
eine konvergente Teilfolge, und das heifit, dass wir nach zweimaliger Auswahl
Folgen (ac(kf)) und (y(kj)) erhalten, die erstens konvergent sind und fiir die

zweitens
Hf(m(kn) _ f(yacj))H >k Hm(kj) — yka) ‘ (8.2)

gilt. Die linke Seite ist aber beschrinkt, denn x — || f(x)| ist stetig und K ist
kompakt. Da k; — oo gilt, heiit das, dass z¢ := lim 2(%) = lim y(*7) ist.

Wiéhle noch eine kompakte Kugel S C U um zy mit positivem Radius. Fiir
groBe j liegen die z(%9) und die y*3) in S. Das fithrt aber zu einem Wider-
spruch, denn einerseits ist S kompakt und konvex, so dass f auf S eine Lip-
schitzabbildung sein miisste, andererseits kann wegen der Ungleichungen (8.2)
keine Lipschitzbedingung erfiillt sein. (]

Der vorstehende Beweis ist ein typisches Beispiel dafiir, wie man mit Hilfe
von Kompaktheitsargumenten von lokalen Aussagen zu globalen kommt.
Eigentlich haben wir nédmlich bewiesen: Ist K ein kompakter metrischer
Raum und f eine auf K definierte Funktion mit Werten in einem me-
trischen Raum, so ist f genau dann eine Lipschitzabbildung, wenn jeder
Punkt von K eine Umgebung besitzt, auf der f eine Lipschitzabbildung
ist.

Kurz: Aus ,lokal Lipschitz“ folgt Lipschitz im Fall kompakter Definitions-

. 5
bereiche®®).

25) Allgemein stimmt das nicht, das zeigt schon die Funktion 22 auf R.

Lipschitz-
eigenschaft
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Polynome in mehreren Verdnderlichen

So, wie sich aus dem eindimensionalen Satz von Taylor lokale Approxima-
tionen einer Funktion durch Polynome herleiten lassen, kénnen nun Polynome
in mehreren Verdnderlichen zum Approximieren verwendet werden.

Naiv gesprochen ist ein Polynom in n Verénderlichen eine Funktion, die
unter Verwendung der Zeichen ,,+* und ,,-* aus reellen Zahlen und den Variablen
z1,...,x, aufgebaut ist, wobei man statt 1, ... auch x, y oder z, y, z verwendet.
So sind etwa

4o — o, mry?23, a4t 4+ a?
Polynome, x/y und sin(zs — x3) aber nicht. Die formale Definition ist etwas
schwerfilliger:

Definition 8.3.9. Sein € N.

(i) Ein Monom in n Veréinderlichen ist eine Abbildung der Form

J1 .92 in .
(T1y..ymp) = ay ad - al

dabei sind die ji, ..., Jn aus Ng.

Unter dem Grad eines Monoms wverstehen wir die Zahl j1 + -+ + jp.-
(i) Ein Polynom in n Verénderlichen ist eine Funktion f der Form
a1 My + -+ ap My,
wobei die ay,...,a, reelle Zahlen und die My, ..., M,, Monome in n

Verdnderlichen sind.

Der Grad eines Polynoms f ist das Maximum der Grade der My, ..., My,;
vor der Bestimmung des Grades sind die Monome so weit wie mdglich
zusammenzufassen®®) .

Wir betrachten noch einmal die vor der Definition angegebenen Beispiele:
Das Monom z? hat den Grad 2, und zy?2? ist ein Monom sechsten Grades.
Die Beispiele sind Polynome der Grade 4 bzw. 6 bzw. n.

Wenn man ein Polynom k-ten Grades partiell differenziert, so erniedrigt sich
der Grad um 1, spétestens nach k + 1 Schritten erhédlt man das Nullpolynom.
Umgekehrt gilt das auch:

Satz 8.3.10. Sei f : R™ — R eine (k+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion.
Fiir alle j1,...,9n € No mit 1+ -+ jp =k + 1 sei
8k+1f
6:{:{1 o

Dann ist f ein Polynom hdchstens k-ten Grades.

26)So ist der Grad von 23 — 23 4 zy natiirlich nicht 3, sondern 2.
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Beweis: Wir wenden den Satz von Taylor mit o = 0 an. Da nach Voraussetzung
(h, V)F*1 £ fiir jedes h die Nullfunktion ist, gilt

k i
iy =3 IO,
i=0

3

Das ist ein Polynom in den Komponenten hy, ..., h, von h, und damit ist der
Satz bewiesen. O

Wie im Fall einer Verinderlichen kénnen mit dem Satz von Taylor (Satz
8.3.3) Funktionen nicht nur durch Polynome k-ten Grades approximiert wer-
den, der Satz erlaubt auch quantitative Aussagen iiber den Fehler bei dieser
Approximation. Wir behandeln ausfiihrlich ein

Beispiel: Es soll das Verhalten von
fiR? =R, f(z,y) =sin(zy) + 2%y

in der Nihe von zy = (0, 2) diskutiert werden. Genauer: Wir wollen die Taylor-
Approximationen ersten, zweiten und dritten Grades ausrechnen und fiir die
Approximation zweiter Ordnung eine Fehlerabschétzung bestimmen.

1. Schritt: Partielle Ableitungen berechnen und bei xy auswerten:

0
8—£(r,y) = ycosxy + 32y,
0 .
a—f(x,y) = xzcoszy+
Y
o*f .
Saz(@y) = —y’sinzy+6ay,
62
3 g (z,y) = cosxy — xysinzy + 32,
oy
82
a—é(m,y) = —a®sinay,
Y
o3 .
53(@y) = —y’coszy+ 6y,
83
ﬁ(x, y) = —2ysinay — xy? cosxy + 6z,
=0y
83
87;2(:0,31) = —2zsinay — 2y cosxy,
oy
o3
8—‘];(x, y) = —a3cosay.
Y

Auswertung bei (z,y) = (0,2) ergibt:

f(0,2) =0,
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of of

%(072) = 27 a_y(0a2) = 07
0% 0*f 0*f
—=(0,2) = 2)=1 2
o912 (Oa ) 07 8w3y(0’ ) ) a 2(0 ) 07
83f an a3f 63f
63(0 )= 89c28y(’ )=0, E)x@yQ(’ )=0, 63(0 )=0
2. Schritt: Berechnung der approximierenden Polynome; es ist
af af
h = h=—+h
(h, V) f 15, + 28y
o*f o%f o%f
2 2 2
(h,V)*f = hla 5 +2h1h26 ay +h26y2,
. o%f o3 o 3 03f
3, _ 13 2 2 30
(h,V)°f = hl@ 5 + 3 hza 25y +3h1h28x8y2 +h26y3’
also
<hvv>f(072) = 2h17
(h,V)2f(0,2) = 2hihs,
(h,V)°f(0,2) = 4hi.
Damit erhalten wir als Approximation ersten Grades
f(hl72 + h2) ~ 2h17
als Approximation zweiten Grades
2h1h
F(h1,2+ ho) ~ 2hy + 222 = 2hy + hiho

2!

und als Approximation dritten Grades

2hihy  AR3
2! +?

= 2hy+ hihs + gh?

f(h1,2+h2) ~ 2hy+

3. Schritt: Fehlerabschatzung

Wir wollen ermitteln, wie grof8 der Fehler bei der Approximation zweiten
Grades ist, wenn man hy, ho mit |hy|, |ha| < 0.1 einsetzen mochte. Dazu miissen
wir untersuchen, wie grofl ’(h7 V)3 f (o + th)|/3! werden kann, wenn ¢ € [0,1]
zugelassen wird. Fiir den ersten Summanden von (h, V)3 f(zo + th)/3! etwa
heifit das: Wie grof kann ’h? | (‘7(2 + ths)? cos((th1)(2 + h2) + 6(2 + tha))|) /3!
hochstens werden? Wir wenden die Dreiecksungleichung an und schétzen den
Cosinus durch 1 ab. So ergibt sich eine Abschéitzung fiir den ersten Summan-
den. Wenn man die anderen Summanden analog behandelt und die Ergebnisse
addiert, erhélt man schlieBlich:
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Fiir |h1|, |h2| < 0.1 ist f(h1,2 -+ hg) gleich 2h; + hihs bis auf einen
Fehler von hochstens 0.0064.

Die Approximation liefert zum Beispiel fiir h = (—0.05, —0.02) den Wert —0.0990,
der auf vier Stellen genaue Wert ist —0.0989. ..

8.4 Extremwertaufgaben, Konvexitit
Wir setzen die Anwendungen des Satzes von Taylor mit der Behandlung von

Eztremwertaufgaben fort. Spéater verwenden wir die dabei erarbeiteten Techniken
noch, um Konvezitit durch zweite Ableitungen zu charakterisieren.

Extremwertaufgaben: Erste Ergebnisse‘

Die Strategie, Extremalprobleme zu behandeln, ist &hnlich wie in Abschnitt 4.3:

e Gegeben sind eine Teilmenge K des R™ und eine Funktion f : K — R.
Gesucht ist ein zg € K, an dem f ,so grofl wie méglich® ist (manchmal
auch: ,;so klein wie moglich“).

e Manchmal ist aufgrund der Problemstellung klar, dass es so ein xy geben
muss. Ist f stetig und K kompakt, so wird die Existenz durch Satz 3.3.11
garantiert.

e Liegt zg in K° (dem Inneren von K) und ist f auf K° differenzierbar, so
muss die Ableitung von f bei x¢ verschwinden (s.u., Satz 8.4.2). Mit etwas
Gliick gibt es nur endlich viele Punkte in K° mit dieser Eigenschaft, und
man kann den Maximalwert durch systematisches Einsetzen finden.

e Mochte man einen Punkt, bei dem die Ableitung Null ist, daraufhin un-
tersuchen, ob es sich um ein lokales Minimum oder ein lokales Maxi-
mum handelt, kommen zweite Ableitungen ins Spiel. Fiir Funktionen einer
Verénderlichen ergab sich: ,Ist f/(z9) = 0 und f”(z0) > 0, so liegt ein lo-
kales Minimum vor® (vgl. Satz 4.3.3). Ein &hnliches, etwas aufwindiger
zu formulierendes Ergebnis werden wir in Satz 8.4.9 herleiten.

Wir beginnen mit einer Definition, die sich fast von selbst versteht:
Definition 8.4.1. FEs seien U CR"™, f:U — R und xg € U.

(i) Gilt fir alle x € U\ {x0}

f(z) < f(zo), strenges globales Maximum
f(x) < f(zo), ) globales Mazimum
f(x) > f(zo), 50 heifit wo globales Minimum
f(x) > f(zo), strenges globales Minimum



(lokale)
Extremwerte

Extremwert
=
grad f =0
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(ii) Es gebe ein € > 0, so dass fir alle x € U\ {zo} mit ||z — xo|| < e gilt:

f(z) < f(zo0). strenges lokales Mazimum

i R R

f(x) > f(x0). strenges lokales Minimum
von f.

Ein xg, das ein lokales Mazimum oder ein lokales Minimum ist, heifit lokaler
Extremwert. Analog ist der Begriff ,globaler Extremwert® definiert.

Der folgende Satz ist dann wenig iiberraschend:

Satz 8.4.2. Es sei U C R™ offen, die Funktion f : U — R sei bei xg € U
differenzierbar. Ist dann grad f(xo) # 0, so ist xo weder lokales Mazimum noch
lokales Minimum von f.
Es gilt also: Ist f : U — R differenzierbar, so sind die lokalen (und damit
erst recht die globalen) Extremwerte von f unter den Punkten xzo € U mit
grad f(xzo) = 0 zu finden.

Beweis. Wir schreiben z¢ als zp = (w§0)7 N ,w%())). Nach Voraussetzung ist eine
der Komponenten des Gradienten von Null verschieden, es wird angenommen,
dass a 1= (9f/0z1)(zo) # 0 gilt. Mit h = e; = (1,0,...,0) betrachten wir die

Funktion ¢ : t — f(x¢ + th) in einer Umgebung von xgo).

g ist aufgrund der Definition partieller Ableitungen bei 0 differenzierbar mit
g’ (0) = a # 0, und folglich gibt es Punkte ¢1,t2 € R in beliebiger Néhe der 0,
so dass g(t1) < g(0) < g(t2). Insbesondere kann man fiir jedes € > 0 die Zahlen
t1,t9 in | —¢,e [ wihlen. Das heifit aber gerade

flxo +t1h) < f(zo) < f(xo + t2h),

wobei [[t1h]], ||t2h|| < e. Damit kann 29 weder lokales Minimum noch lokales
Maximum sein. M

Bemerkungen und Beispiele:

1. Im Fall n = 1 entspricht dieses Ergebnis der Aussage von Satz 4.3.3(i): Fiir
lokale Extremwerte, die im Innern des Definitionsbereichs von f liegen, ist die
erste Ableitung gleich Null.

2. Die Aussage des Satzes wiirde auch von jedem Laien geglaubt werden. Es ist
ja nur eine Ubersetzung der folgenden Erfahrungstatsache: Wenn man sich in
einem hiigeligen Geldnde auf einem Gipfel oder in einer Talsohle befindet, so
wiirde ein Fahrrad in jeder Richtung exakt waagerecht stehen. Anders ausge-
driickt: Lokale Extremwerte sollten die Eigenschaft haben, dass alle Richtungs-
ableitungen gleich Null sind.

Im Satz wurde nur die elementare Tatsache ausgenutzt, dass ,,Alle Rich-
tungsableitungen bei xy verschwinden* dquivalent zu ,Der Gradient bei z ist
gleich Null® ist.
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3. Um alle moglichen Kandidaten fiir Extremwerte in U zu finden, muss die
Gleichung grad f(z) = 0 gelost werden. Das ist eine Vektorgleichung, sie ist
gleichwertig zu den n Gleichungen (0f/0x;)(z1,...,2,) = 0 mit den n Unbe-
kannten 1, ..., x,. Leider kann das ein beliebig kompliziertes Gleichungssystem
sein. Nur in Ausnahmeféllen handelt es sich um ein System von n linearen Glei-
chungen, das vergleichsweise einfach mit Mitteln der Linearen Algebra behandelt
werden kann.

4. Welcher Quader mit gegebener Kantenlinge K hat maximales Volumen V7

x
Bild 8.7: Ein Quader

Wir bezeichnen die Seiten mit z, y und z, dann ist K = 4z+4y+4zund V = zyz.
Man kann die erste Gleichung verwenden, um z durch z,y auszudriicken. Es
bleibt die Aufgabe, die auf der (offenen!) Menge {(z,y) | 0 < x,y,4(z+y) < K}
definierte Funktion

K K
V=uxy- <Z fyfx> = nyfacy2fa:2y
zu maximieren. Nun ist

K K
grad V(z,y) = (Zy —y’ = 2zy, o 2zy - xQ) ,

und das Gleichungssystem grad V(x,y) = 0 hat als einzige Losung im hier be-
trachteten Bereich den Wert (z,y) = (K/12, K/12). Mit = y = K/12 ist auch
z = K/12, d.h. der sich ergebende Quader ist ein Wiirfel. Er stellt offensichtlich
eine Maximallosung dar.

5. Es seien m Punkte im R"™ gegeben, wir bezeichnen sie mit 2 m),
Gesucht ist ein Punkt x, so dass die Gesamtsumme der quadrierten Abstéinde
zu den z(F) also die Zahl Y, ||z — 2(¥)|
ein optimales x ,irgendwo in der Mitte der zk)« liegen muss, doch wo ist es
genau?

27 moglichst klein ist. Es ist klar, dass
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Die zu minimierende Zielfunktion ist hier die Funktion

m n

Z Z (k)

k=11i=1

wir haben dabei z(®) jeweils als (ng), .. (k))

nente des Gradienten von f ist

aaf( )= ZQ(Ii—wgk))Zszi—szgk),
Ly

k=1 k=1

geschrieben. Die i-te Kompo-

Damit hat das Gleichungssystem grad f(z) = 0 die Losung
1 m
- 13,
m
k=1

der einzige Kandidat fiir einen Extremwert von f ist also der Mittelwert der
(") . Aus der Problemstellung ist klar, dass es sich um ein globales Minimum
handeln muss.

Um zu entscheiden, ob ein xy mit grad f(z¢) = 0 nun wirklich lokaler Ex-
tremwert ist, schauen wir uns die Taylorentwicklung fiir £k = 1 an:

(h, V)2 f(zo + th) '

fxo+h) = f(zo) + (h,grad f(xg)) + o1
—_——— !

=0

Sicher wird z¢ ein strenges lokales Minimum (bzw. Maximum) sein, wenn der
letzte Summand fiir kleine h stets kleiner als Null (bzw. gréfler als Null) fiir
h # 0 ist. Aus Stetigkeitsgriinden wird es reichen, (h, V)2 f(x() zu untersuchen.

Ausrechnen ergibt, dass
(h, V)?f (o) = (h, Hy(x0)h)

gilt, wobei Hy(xzg) die folgende Matrix ist:

o%f 9%f
722 e, @)
Hy(ao) = : : (8.3)
a%f a%f
0,011 CON 0x,? (o)

(Zeigen Sie zur Ubung, dass man (h, V)? f(zq) wirklich als (h, Hf(zq)h) schrei-
ben kann.)

Wir stehen damit vor dem Problem, fiir eine gegebene nxn-Matrix A (hier:
die Matrix H(xg)) zu entscheiden, ob (h, Ah) fiir h # 0 stets positiv (oder stets
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negativ) ist. Dabei reicht es, sich auf symmetrische Matrizen zu beschrinken
(also solche mit a;; = aj;), denn Hy(xo) ist aufgrund des Satzes von Schwarz
symmetrisch.

Dieses Problem ist in der (Linearen) Algebra lange bekannt und gelést. Wir
fassen die wichtigsten Fakten im folgenden Exkurs zusammen:

‘ Exkurs zu positiv definiten Matrizen‘

Definition 8.4.3. Eine symmetrische (nxn)-Matriz A  heif$t positiv definit,
wenn (h, Ah) > 0 fiir alle h € R™ mit h # 0 gilt; sie heifit negativ definit, falls
—A positiv definit ist, d.h. falls (h, Ah) < 0 fir alle h # 0 ist.

Um den wichtigen Charakterisierungssatz 8.4.6 beweisen zu konnen, bendtigen
wir das folgende

Lemma 8.4.4. Sei A eine symmetrische (n x n)-Matriz.

(i) Ist D eine invertierbare (nxn)-Matriz, so ist A genau dann positiv definit,
wenn DT AD positiv definit ist.

(i) A ist genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte®” von A strikt
positiv sind.

Beweis: (i) Man bestitigt leicht durch Ausrechnen: Ist B' die transponierte
Matrix zu einer (n x n)-Matrix B, so ist

(z,B"y) = (Bx,y)

fiir alle z,y € R”.

Hier bedeutet das: (h, DT ADR) = (Dh, A(DR)). Da D invertierbar ist, ist
die Menge der h mit h # 0 die gleiche Menge wie die Menge der Dh mit h # 0.
Daraus folgt sofort die Behauptung.

(ii) Weil A symmetrisch ist, gibt es nach dem Satz iiber die Hauptachsentrans-
formation eine orthogonale Matrix O, so dass O AO eine Diagonalmatrix ist;
auf der Hauptdiagonalen stehen dann die Eigenwerte von A.

Es ist aber leicht, eine Diagonalmatrix daraufhin zu testen, ob sie positiv
definit ist. Sind ndmlich Ay, ..., A, die Eintrige auf der Hauptdiagonalen, so ist

(hy AR) = M b3 + -+ A b2,

Und es ist offensichtlich, dass dieser Ausdruck dann und nur dann fiir A # 0
stets positiv sein wird, wenn Ay, ..., A, > 0 gilt.

Kombiniert man diese Beobachtung mit Teil (i), so folgt die Behauptung. [

Wir benétigen noch eine weitere

271In diesem Exkurs verwenden wir auch etwas anspruchsvollere Begriffe und Tatsachen
der Linearen Algebra: Eigenwerte, Hauptachsentransformation, ... Die konnen wir hier aus
Platzgriinden nicht behandeln.

positiv
definit
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Definition 8.4.5. Sei A = (a;j)i,j=1,...n €ine (n x n)-Matriz. Wir sagen, dass
A positive Haupt-Unterdeterminanten hat, wenn die Determinanten der (kxk)-
Matrizen (a;j)i j=1,..k fir k=1,...,n positiv sind:

Man schneidet also ,oben links“ (k x k)-Untermatrizen aus A heraus, und
stets sollen sich positive Determinanten ergeben. Das bedeutet:
a11 > 0, ay1a99 — ajzas; >0, ..., det A > 0.

Testen Sie zur Ubung, welche der folgenden Matrizen positive Haupt-Unterde-
terminanten haben:

6 4 0

2—1)(—13)(
, J(4), 14 2 0],
(—12 30 00 6

,Positiv definit“ ist die uns interessierende Eigenschaft; sie ist einer Matrix
schwer direkt anzusehen. ,Positive Haupt-Unterdeterminanten“ sind bei gege-
benem A sehr leicht nachpriifbar; doch was nutzt das? Bemerkenswerterweise
sind beide Eigenschaften gleichwertig:

O = O O
_= o oo

SO N
O O Ut

0.0

Satz 8.4.6. Fiir eine symmetrische (nxn)-Matriz A sind dquivalent:
(i) A ist positiv definit.
(i) A hat positive Haupt-Unterdeterminanten.

Beweis: Wir beginnen den Beweis mit einer Definition: Fiir 0 < jo < ip < n
und a € R wollen wir unter Dy, jo.a diejenige (n x n)-Matrix verstehen, die
auf der Hauptdiagonalen Einsen, an der Stelle (i, jo) den Eintrag a und sonst
lauter Nullen hat. Hier sehen Sie zwei Beispiele im Fall n = 3:

1 0 0 1
D35133| 33 1 0 |, D3zon=1 0
0 0 1 0

0 O
1 0
- 1
Das Besondere: Fiir irgendeine (n x n)-Matrix A kann man gut beschreiben,
was beim Ubergang von A zu Dy iy:a A passiert: Es wird das a-fache der jo-
ten Zeile von A zur ig-ten Zeile addiert.

Ganz analog bewirkt Multiplikation von rechts mit D;io_’ jo:a die Addition
des a-fachen der jo-ten Spalte zur ig-ten Spalte. Damit ist auch klar, was die
Kombination beider Prozesse, also die Berechnung von Dmio,jo;aADI;iOij;a be-
wirkt.

Sei nun A eine Matrix mit positiven Haupt-Unterdeterminanten. Wir wollen
die folgenden zwei Beobachtungen kombinieren:
Beobachtung 1: Mit A hat auch A’ := Dn;i07ju;aAD,r—£iO7j0;a positive Haupt-
Unterdeterminanten.
Beweis dazu: Man betrachte fir £ = 1,...,n die (k x k)-Untermatrix A},
,links oben® in A’. Fiir k < iy stimmt sie mit der entsprechenden Untermatrix
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Akxi von A iiberein und hat folglich eine positive Determinante. Ist dagegen
k 2 io, so ist A;ka = Dk%ioaj(J;aAkaDl—cr;io,jo;a'

Nach dem Determinanten-Produktsatz (und weil stets det D = det DT gilt)
ist dann auch det 4}, , = det Ak (det Dk;i07j0;a)2 = det A« positiv.

Beobachtung 2: Es ist doch nach Voraussetzung a;; > 0. Sollte irgendwo ein ig
mit a;,1 # 0 existieren, gehen wir von A zu A’ := Dmio,l'«,aAD;Lr;ig,l;a itber, wobei
a 1= —a;,1/a11 sein soll. Diese Matrix ist symmetrisch, und wegen Lemma 8.4.4
genau dann positiv definit, wenn A es ist (denn D, 1,4 ist sicher invertierbar),
und bei (ig, 1) und (1,14¢) ist der Eintrag gleich Null. Wegen Beobachtung 1 hat

auch A’ positive Unterdeterminanten.

Wenn wir dieses Verfahren — hochstens (n—1)-mal — iterieren, erhalten wir
eine Matrix mit positiven Haupt-Unterdeterminanten, die genau dann positiv
definit ist, wenn A es ist und fiir die alle a;1, a1; mit ¢ > 2 gleich Null sind. Wir
nennen sie wieder A’.

Der Eintrag bei (1,1) von A’ ist immer noch aj;. Diese Zahl ist grofler
als Null, und auch die Determinante der (2 x 2)-Matrix ,links oben“ in A’ ist
nach Voraussetzung positiv. Es folgt: Das Element an der Position (2,2) muss
ebenfalls positiv sein.

Nun arbeiten wir mit den D, 2... Durch entsprechende Manipulationen
wie eben ergibt sich eine Matrix A”: Sie ist genau dann positiv definit, wenn A
es ist, sie hat positive Haupt-Unterdeterminanten, und alle ay;,a;; mit j > 2
sowie alle ag;, aj2 mit j > 3 sind gleich Null.

Wenn wir das Verfahren fortsetzen, erhalten wir eine Matrix A die nur
noch auf der Hauptdiagonalen Eintrége hat. Sie ist genau dann positiv definit,
wenn A diese Eigenschaft hat, und sie hat positive Haupt-Unterdeterminanten.

Nun sind wir endlich fertig: Fine Diagonalmatrix mit Eintrdgen A1,..., A\,
auf der Hauptdiagonalen hat genau dann positive Haupt-Unterdeterminanten,
wenn A > 0, AAg >0, A1 AaA3 >0, ..., A\1--- A\, > 0, also genau dann, wenn
A1, A2y . ., Ap > 0. Und das ist das gleiche Kriterium wie das fiir ,,positiv definit*
bei Diagonalmatrizen.

Kurz: Wir haben die Aussage dquivalent umgeformt, bis wir bei einer Dia-
gonalmatrix angelangt sind, und da gilt die Aquivalenz beider Aussagen offen-
sichtlich. O

Schlussbemerkung: Insgesamt haben wir damit zwei gut anwendbare Verfah-
ren zur Verfiigung, um von einer Matrix festzustellen, ob sie positiv definit ist
oder nicht. Das Kriterium in Satz 8.4.6 durch die Haupt-Unterdeterminanten
eignet sich gut, wenn n nicht zu grof§ ist, es wird auch weiter unten aus eher
theoretischen Griinden wichtig werden (vgl. Lemma 8.4.8).

Die Charakterisierung aus Lemma 8.4.4(i) sollte man mit den Matrizen
Dy, jo:a des vorigen Beweises anwenden: Durch gleichzeitiges Manipulieren von
Zeilen und Spalten kann A in Diagonalform gebracht werden, positive Definit-
heit liegt genau dann vor, wenn dann alle Eintrige auf der Hauptdiagonalen
positiv sind.
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Charakterisierung von lokalen Extremwerten‘

Nun wenden wir uns wieder Extremwerten zu. Die Matrix, die den Anlass
zu unserem Exkurs gegeben hat, bekommt einen Namen:

Definition 8.4.7. Sei U C R™ offen und f : U — R zweimal stetig partiell
differenzierbar. Fir xo € U heifit die in (8.3) definierte Matriz Hy(xo) die
Hessematrix®) von f bei xq.

In Hy(zo) stehen also simtliche Ableitungen zweiter Ordnung von f, sie
sind bei zo auszuwerten. Ist etwa f(x,y) = 3 + 23y? — 122y, so gilt:
Fr_ oo &f >f >’f

= 6x2y — 12, 50z = 22°.
Y

0x2 by, Oxdy - Oyozx -

Setzt man speziell (z,y) = (1,2) ein, so folgt
24 0
minn=(%0).

Lemma 8.4.8. Sei U C R™ offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar
und xg € U. Ist dann Hy(xo) positiv definit, so existiert ein € > 0, so dass
Hy(z) fir alle x € U mit ||z — xo|| < e ebenfalls positiv definit ist.

Anders ausgedrickt: Die Menge {x € U | Hy positiv definit} ist offen in U.

Beweis: Das geht am leichtesten mit dem Kriterium aus Satz 8.4.6:
Fiir 1 < 4,4 < n ist die Funktion §%f /0z;0x; nach Voraussetzung stetig auf U,
also sind fiir 1 < k£ < n auch die Funktionen

)
0951-836]- 1<ij<k

stetig, denn sie entstehen aus den partiellen Ableitungen durch Addition und
Multiplikation: Hier sollte man sich an die Leibnizformel fiir Determinanten
erinnern, siehe Seite 238.

Nun ist nur noch zu beachten, dass nach Satz 8.4.6

dk:x»—>det<

{z | Hy(x) ist positiv definit} = (7] d; (0, +00])
1<k<n

gilt; es handelt sich also um diejenige Menge, auf der die n stetigen Funktionen
di, k=1,...,n, positiv sind. Das ist offensichtlich eine offene Teilmenge von U,
denn das Intervall ] 0, +-00 [ ist offen, und stetige Urbilder sowie endliche Schnitte
offener Mengen sind offen. O

Satz 8.4.9. Sei U C R" offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar und
xzo € U. Ist dann grad f(z¢) = 0 und Hy(xo) positiv (bzw. negativ) definit, so
ist xo ein strenges lokales Minimum (bzw. strenges lokales Mazimum,).

28)Hesse: Professor in Kénigsberg, spiter Miinchen; wichtige Arbeiten aus den Gebieten,
Algebra, Analysis und analytische Geometrie.
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Beweis: Sei Hy(z) positiv definit. Nach Lemma 8.4.8 gibt es ein € > 0, so dass
Hy(z) fiir alle x € U mit ||z — xo|| < e positiv definit ist. Ist dann h € R™ mit
0 < ||h|| <&, so folgt (mit einem geeigneten ¢ € ]0,1[):

(h, V)2 f(zo + th)

f(IO + h) = f(fEO) + <h7 gradf(xo)) + By
~—— — !

=0

= f(:ro) + %(h,Hf(xo + th)h).

Wegen ||th|| < ||| < e ist Hy(zo+th) positiv definit, d.h. der zweite Summand
ist strikt positiv.

Wir haben damit gezeigt: Fiir h mit 0 < ||| < e ist f(zo+h) > f(zo). Das
zeigt, dass x( ein strenges lokales Minimum ist.

Fiir den Fall, dass H(xo) negativ definit ist, wende man den ersten Teil des
Beweises unter Beachtung von H_¢(zg) = —Hy(zo) an. O

Den besonders hiufig auftretenden Spezialfall n = 2 formulieren wir noch
einmal ausfiihrlich. Als Vorbereitung sollte man sich daran erinnern, dass fiir
eine symmetrische (2x2)-Matrix

a b
4= o)
die Haupt-Unterdeterminanten gerade a und ac — b? sind. Es gilt also:

e A ist positiv definit genau dann, wenn a > 0 und ac — b% > 0 gilt.

e A ist negativ definit genau dann, wenn —A positiv definit ist, also genau
dann, wenn a < 0 und ac — b2 > 0 ist2?.

Korollar 8.4.10. Sei U C R? offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar
und xg € U. Ist dann
of

0
T (o) = G (a0) =0
sowie )
%(wo) >0 (bzw. <0)
und )
% 0% 0*f
S 5L )~ (st >0

so hat f bei xg ein strenges lokales Minimum (bzw. Mazimum,).

29 Hier sollte man eine Feinheit beachten: Fiir eine quadratische (k x k)-Matrix A gilt
det(—A) = det(A), wenn k gerade ist, und det(—A) = — det(A) fiir ungerade k.
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Bemerkungen und Beispiele:

1. Wie im Fall einer Verénderlichen gilt auch hier, dass es sich bei den Forderun-
gen in Satz 8.4.9 nur um hinreichende Bedingungen handelt: x¢ kann sehr wohl
strenges lokales Minimum sein, ohne dass Hy(zo) positiv definit ist. (Das gilt
7.B. fiir (z,y) — z* +y* bei 29 = (0,0).) Auch kénnen globale Extrema mit den
hier behandelten Techniken nur indirekt ermittelt werden: Falls sichergestellt
ist, dass das Maximum auf U angenommen wird, muss man zunéchst alle zq
mit grad f(zg) = 0 ermitteln; dann ist unter diesen (hoffentlich endlich vielen)
zo dasjenige mit maximalem f(xg) zu bestimmen.

2. Wir wollen das auf Seite 269 behandelte Beispiel eines Quaders maximalen
Volumens fortsetzen. Wir hatten schon xz¢ = (K/12, K/12) mit grad V(z) =0
ermittelt. Wegen

o0V oV K oV
@(mﬂl) = _2y7 m(wa y) = Z -2z — 2y7 a_y2(w7 y) = -2z
folgt
oV K
oz = =5 <0,
N oV > K2
0 g e0) (G e0)) = >0

d.h. z¢ ist (erwartungsgemiif}) ein strenges lokales Maximum

3. Wir setzen noch das Beispiel der kleinsten Abstands-Quadratsumme von Seite
269 fort. Die Hessematrix ist hier die Diagonalmatrix, bei der alle Eintréige gleich
zwei sind. Sie ist offensichtlich positiv definit, und deswegen handelt es sich um
ein lokales Minimum.

4. Zerlege die Zahl 17 so in vier positive Anteile z, y, z und w, dass der Aus-
druck z + y? + 23 + 2w? minimal wird. (Das Maximum wird offensichtlich bei
(z,y,z,w) = (0,0,0,17) angenommen.)

Wir eliminieren = unter Verwendung der Gleichung 17 = =z + y + 2z + w und
erhalten das Problem, Extremwerte fiir

Sy, z,w) = (17T —y — 2z —w) +y* + 2° + 2u°
zu bestimmen. Dazu ist zunéchst das Gleichungssystem grad S(y, z,w) = 0 zu

losen:

oS

a_y(ywsz) - _1+2y:07
%(y,zgw) = —1+322=0,
ﬁ(y,z;w) = —1+6w’=0.
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Die einzige Losung im Bereich positiver Zahlen ist (1/2,1/v/3,1/1/6). Das ist
ein strenges lokales Minimum, denn die Matrix

0

2 0
11 1
HS(§7E7%>7 8 6/8/§ 12?\/6

ist offensichtlich positiv definit.

Konvexe Funktionen® |

Wir erinnern zunéchst an die hier relevanten Definitionen:

e Eine Teilmenge A eines R-Vektorraums heift konvexr, wenn fir je zwei
z,y € Aund A € [0,1] gilt: Az + (1 — A)y € A. Das heifit einfach, dass
mit x,y auch die Verbindungsstrecke in A liegen soll.

e Sei A konvex. Eine Funktion f: A — R heifit konver, wenn stets

Fz+ (1= Ny) <Mf(@)+ 1= N f(y)
gilt (fiir z,5y € A und X € [0,1]).

e Eine konvexe Abbildung f : A — R heifit strikt konvex, wenn im Fall
x #yund A €]0,1[ in der vorstehenden Ungleichung sogar gilt:

Fa+ (1 =Ny) <Af(2) + (1= f(y).

o f heifit konkav bzw. strikt konkav, wenn —f konvex bzw. strikt konvex
ist.

Fiir Funktionen, die auf konvexen Teilmengen von R oder R? definiert sind,
kann man Konvexitdt gut veranschaulichen: Da bedeutet es einfach, dass der
Graph ,nach unten eingebeult ist“. So ist sicher (z,y) — x2? + y? konvex, denn
der Graph ist ein Rotationsparaboloid®?).

Manchmal ist Konvexitét leicht nachzupriifen, zum Beispiel sind lineare Ab-
bildungen konvex (und gleichzeitig konkav). Auch sind Normen stets konvex, das
folgt sofort aus der Dreiecksungleichung. Wie aber ist es mit f(z,vy, 2) = z+2%y*
oder anderen konkreten Funktionen?

Wir werden nun ein Kriterium herleiten, durch das Konvexitdt mit Hilfe
der Ableitungen untersucht werden kann. Um es formulieren zu kénnen, muss
Definition 8.4.3 ergénzt werden:

Definition 8.4.11. Sei A eine symmetrische (n x n)-Matriz. Sie heifit positiv
semidefinit, wenn (h, Ah) > 0 fir jedes h € R™ gilt.

Diese Eigenschaft kann ebenfalls leicht nachgepriift werden:

30)Man kann sich das so vorstellen: Zuniichst betrachte man die Parabel (z,0) — z2; wenn

man ihren Graphen um die z-Achse rotieren ldsst, entsteht der Graph von (z,y) — 22 + y2.

konvexe
Menge

konvexe
Funktion

positiv
semidefinit
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Lemma 8.4.12. Fiir eine symmetrische (n x n)-Matriz sind dquivalent:
(i) A ist positiv semidefinit.
(ii) Alle Eigenwerte von A sind nichtnegativ.

(i1i) Fir jedes € > 0 ist A. :== A+ eE,, positiv definit.
Dabei ist E, die (n X n)-Einheitsmatriz, A. entsteht also aus A durch
Addition von e zu den Elementen auf der Hauptdiagonalen.

Beweis: Wie im Beweis von Lemma 8.4.4 zeigt man, dass A genau dann positiv
semidefinit ist, wenn DT AD diese Eigenschaft fiir beliebige (oder auch nur fiir
eine) invertierbare Matrizen D hat. Da A auf Hauptachsenform transformiert
werden kann, ist damit die Aquivalenz von (i) und (ii) klar.

Die Aquivalenz von (i) und (iii) ist auch offensichtlich, da
(h, Ach) = (h, Ah) + ¢ |11
fiir jedes h gilt. 0

Bemerkungen:

1. Wegen Teil (iii) des Lemmas kann die Eigenschaft ,positiv semidefinit* mit
Satz 8.4.6 nachgepriift werden. So ist zum Beispiel

1 1 0
A= 1 1 0
0 0 3

positiv semidefinit, da die Haupt-Unterdeterminanten von A, die Werte ¢, £2+2¢
und 3e? 4 6¢ haben.

2. Aus Stetigkeitsgriinden folgt, dass eine positiv semidefinite Matrix nichtne-
gative Haupt-Unterdeterminanten hat. Die Umkehrung gilt aber nicht: Als Ge-
genbeispiel betrachte man die (2 x 2)-Matrix A = (a;;), die durch ase = —1 und
a1y = a1z = a1 = 0 definiert ist. Alle Haupt-Unterdeterminanten sind Null,
aber die Matrix ist nicht positiv semidefinit: Fiir h = (1,1) ist (h, Ah) = —1.

Das folgende Ergebnis kann als Verallgemeinerung von Korollar 7.2.2 ange-
sehen werden, das im Beweis auch eine wichtige Rolle spielt:

Satz 8.4.13. Sei U C R" eine offene konveze Teilmenge und f : U — R eine
Funktion, fir die alle zweiten partiellen Ableitungen existieren und stetig sind.

(1) f ist genau dann konvex, wenn die Hessematriz Hy(x) bei allen x positiv
semidefinit ist.

(ii) Ist die Hessematrixz stets positiv definit, so ist f strikt konvex; die Umkeh-
rung gilt nicht.

Durch Ubergang zu —f erhdlt man entsprechende Kriterien, fiir (strikte) Kon-
kavitdt.
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Beweis: (i) Sei zunéichst Hy(x) stets positiv semidefinit. Es ist zu zeigen: Fiir
Z0,Y0 € U und X € [0,1] ist f()\xo +(1- )\)(yo)) < Af(zo) + (1= A f(yo).
Definiert man hg := yo — 2o und ¢ : [0,1] — R durch

o(t) := f(wo + tho) = f(tyo + (1 — t)zo),
so ist die Behauptung gleichwertig zu

P(A- 04 (1T=X)-1) < Ap(0) + (1 = N)e(1).

Es reicht folglich, die Konvexitdt von ¢ zu zeigen, und dazu soll Korollar
7.2.2 verwendet werden: ¢ ist — falls ¢ stetig ist — genau dann konvex, wenn
@’ >0 gilt.

Nun haben wir die zweite Ableitung von ¢ in Lemma 8.3.4 bereits aus-
gerechnet, es ist ¢”(t) = (ho, V) f(zo + tho); damit ist " aufgrund unserer
Voraussetzungen eine stetige Funktion, das war in Korollar 7.2.2 vorausgesetzt
worden.

Auch haben wir schon bemerkt, dass stets (h, V)2f(z) = (h, Hf(z)h) gilt;
damit ist der Beweis nun leicht zu fiithren.

Ist Hy(x) stets positiv semidefinit, so erhalten wir
¢"(t) = (ho, Hy (o + tho)ho) > 0.

Dass ¢ (und damit f) dann konvex ist, folgt aus Korollar 7.2.2.

Sei umgekehrt f konvex. Wir geben h € R™ vor und betrachten x¢+ch; dabei
soll € > 0 so klein sein, dass die Verbindungsstrecke von xg nach xg + ¢h zu U
gehort. Eine Funktion ¢ wird wie eben definiert. ¢ ist dann ebenfalls konvex
und hat damit eine nichtnegative zweite Ableitung. Es folgt: Fiir alle t € ]0,1]
ist

e2(h, Hy(wo + th)h) = (eh, Hf(zo + th)eh) = ¢"(t) > 0.

Insbesondere fiir ¢ = 0 schlieBen wir daraus, dass (h, H¢(zo)h) > 0 ist. Das gilt
fiir alle h, und folglich ist H¢(zo) positiv semidefinit.

(ii) Wir beginnen mit der Vorgabe voneinander verschiedener zy und yg und
setzen wieder hg = yo — xg. Mit den Bezeichnungen des vorigen Beweisteils ist
diesmal ¢” > 0, denn nach Voraussetzung sind die Hy(zo + thg) sogar positiv
definit und es gilt hg # 0. Da ¢” auf dem kompakten Intervall [0, 1] stetig ist,
finden wir ein 7 > 0, so dass ¢ > 2n gilt. Definiert man also eine Funktion
W durch ¥(t) = p(t) — nt?, so ist 1" nichtnegativ. v ist damit konvex. Das
bedeutet fiir A € ]0,11:

o(1 =) —n(1—N)? YA-0+(1=X)-1)
A(0) + (1= M)(1)

Ap(0) + (1 = Ag(1) = n(l = A).

IA

Da 7(1 — )2 < n(1 — \) gilt, folgt

p(1=A) <Ap(0) + (1 = A)ep(1).
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o und folglich auch f sind also strikt konvex.

Dass die Umkehrung nicht gilt, sieht man schon im Fall einer Dimension:
Die Funktion z? ist strikt konvex, aber die zweite Ableitung verschwindet bei
Null. |

Bemerkung: Mit dem vorstehenden Satz kann man der Charakterisierung
strenger lokaler Extremwerte (Satz 8.4.9) noch eine geometrische Deutung ge-
ben. Wir betrachten dazu den Graphen einer Funktion f : R?> — R, also die
Menge der {(&y, f(x,y)) | (z,y) € ]R2} C R3. Ein strenges lokales Minimum
liegt dann vor, wenn der Graph erstens eine waagerechte Tangentialebene hat
(das entspricht der Forderung, dass der Gradient gleich Null ist) und zweitens
in der Niahe konvex — d.h. nach unten ,eingebeult* — ist.

Auch ist nun klar, dass folgende Variante von Satz 8.4.9 richtig sein wird: Ist
grad f(zo) = 0 und ist Hy(x) fiir z in einer Umgebung von xy positiv semidefinit,
so ist xp ein lokales Minimum; das kann durch Analyse des Beweises leicht
eingesehen werden. Man bedenke allerdings, dass in Satz 8.4.9 die Hessematrix
nur an einer Stelle ausgewertet werden muss, in der neuen Fassung sind alle x
in einer Umgebung zu beriicksichtigen.

8.5 Vektorwertige differenzierbare Abbildungen

Wir wollen in diesem Abschnitt das Konzept der Differenzierbarkeit verallge-
meinern. Es sollen Funktionen

f:U—-R"

betrachtet werden, wobei U C R™ eine offene Teilmenge ist. Der Aufbau ist wie
folgt:

e Differenzierbarkeit: Definition und erste Eigenschaften

Die Stetigkeit aller partiellen Ableitungen impliziert Differenzierbarkeit
e Die Kettenregel

e Abschitzungen als Folgerung aus der Differenzierbarkeit

e Hohere Ableitungen

e Differenzierbarkeit fiir Funktionen zwischen beliebigen Banachriaumen

Differenzierbarkeit: Definition und erste Eigenschaften

Wieder werden wir Differenzierbarkeit als Approximierbarkeit durch lineare
Abbildungen erkldren, hier sollte man sich daran erinnern, dass solche Abbildun-
gen zwischen endlich-dimensionalen Rdumen wegen Satz 8.1.3 durch Matrizen
beschrieben werden konnen.

Wir iibertragen zunéchst sinngeméif die Definition aus dem schon bekannten
Spezialfall m = 1:
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Definition 8.5.1. Sei U C R" offen, f: U — R™ und xq € U. f heifit bei xq
differenzierbar, wenn es eine (m x n)-Matriz A so gibt, dass

= - || f(zo + h) = f(x0) — Ah| =03V

i 1
1m
h=0 [IAll

gilt. f heifit auf U differenzierbar, wenn f bei jedem xo € U differenzierbar ist.

Bemerkungen /Beispiele:

1. Klar ist, dass unsere Definition im Fall m = 1 in die aus Abschnitt 8.2
itbergeht. Wie in diesem Fall haben wir vorldufig keine Beispiele zur Verfiigung.
(Offensichtlich ist allerdings wieder, dass Abbildungen der Form z — yo + Aoz
differenzierbar sind, wenn Ag eine (m x n)-Matrix und yg € R™ ist; man kann
das A aus der Definition als Ay wihlen.)

2. Wir werden gleich sehen, dass es hdchstens eine zur Approximation geeignete
Matrix A gibt. Man koénnte A (oder die zugehoérige Abbildung = — Ax) die
»Ableitung von f bei xy* nennen.

3. Die Limesbedingung in der Definition ist gleichwertig zu der folgenden Aus-
sage: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass

1f (zo + h) — f(zo) — ARl < e||n]]

fiir alle h mit ||| < 4§ gilt. (Vgl. dazu Bemerkung 1 nach Definition 4.1.1.)

Als FErstes zeigen wir, dass Abbildungen der Form x +— Az Lipschitzab-
bildungen mit ,kontrollierbarer® Lipschitzkonstante sind. Daraus werden sich
anschlieflend sofort einige Folgerungen fiir differenzierbare Abbildungen erge-
ben.

Lemma 8.5.2. Sei A = (a;;) eine (m x n)-Matriz.
(i) Mit M := max; ; |ai;| gilt |Ah| < /mnM| k| fir jedes h € R™.

(i) h — Ah ist eine Lipschitzabbildung von R™ nach R™ mit Lipschitzkon-
stante L = \/mnM.

Beweis: (i) Wir beginnen mit den folgenden Beobachtungen:

o Isty = (y1,...,ym) € R™ und ist |y;| < K fiir jedes 7, so gilt [|y|| < /mK.
Das ist leicht einzusehen:

Iyl = yi+-+u
< mIK?
= VmK.
31) Wieder bezeichnet || - || die euklidische Norm. Im Interesse der Ubersichtlichkeit wird nicht

zwischen den Normen auf dem R™ und dem R™ unterschieden.

Differenzierbarkeit
vektorwertiger
Funktionen
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e Sei x = (r1,...,2,) € R™. Dann ist |z;| < ||z|| fiir jedes i.
Es folgt der Beweis der behaupteten Abschitzung, dazu sei ein Vektor x =
(z1,...,2,) € R™ beliebig vorgelegt.

Die j-te Komponente von Az ist die Zahl aj1z1 + - -+ + ajnxy, ihr Betrag ist
durch

lajillza| + - + [agn||Ta]
nM||z||

|aj1~/131 ++a]nmn| <
<
abschitzbar. Wegen Beobachtung 1 folgt ||Az| < /mnM]|z|.

(ii) Das folgt aus der Linearitit der Abbildung, auf Seite 66 wurde schon einmal
auf diesen Zusammenhang hingewiesen:

lAz - 43| = A - )
L|z — z||. O

IN

Mit den vorstehenden Abschitzungen haben wir die Fzistenz einer Lip-
schitz-Konstanten L fiir x — Az nachgewiesen, das wird fiir unsere Zwecke
ausreichen. Die Frage ist aber nahe liegend, wie denn das bestmdgliche L
aussieht. Die Antwort: Das optimale L erhilt man dadurch, dass man
die Wurzeln der Eigenwerte von AT A bestimmt und dann das Maximum
dieser m Zahlen berechnet®®. Diese Abschiitzung ist zwar meist besser
als die von uns hergeleitete, man sieht aber nicht so ohne weiteres, ob sie
stetig von den Koeffizienten von A abhingt. Es wird aber bald wichtig
werden, dass Matrizen mit , kleinen* Eintrdgen zu Lipschitzabbildungen
mit , kleiner” Lipschitzkonstante fiihren.

Satz 8.5.3. Es seien U C R™ offen, f: U — R™ und xg € U.
(i) Ist f bei xo differenzierbar, so ist f dort stetig.

(ii) Falls f bei xq differenzierbar ist, so ist die Matriz A aus Definition 8.5.1
eindeutig bestimmt.

Beweis: (i) Die Differenzierbarkeits-Definition mit ¢ = 1 impliziert die Existenz
eines § > 0, so dass

I[f (2o + h) = f (o) — Ah[| < |[Al]
tir die h mit ||h]] < gilt. Wie im Beweis von Satz 8.2.3 folgt daraus

1f (o + R) = f(zo)ll < [|AR[| + (Al < (L + DIA]],

32) Beweisskizze: Es ist das kleinste L gesucht, so dass stets ||Ah|? < L2||k||? gilt. Es ist
aber ||Ah||? = (Ah, Ah) = (h, AT Ah), und dieser Ausdruck ist invariant unter orthogonalen
Transformationen O: Man darf AT A durch D = OT AT AO ersetzen. Da AT A symmetrisch
ist, kann man O so wihlen, dass D diagonal ist. Auf der Diagonalen stehen dann die (reellen
und nichtnegativen) Eigenwerte p1, ..., um von AT A. Dass die bestmégliche Abschitzungs-
konstante L2 fiir (h, Dh) < L2||h||? durch L? = max p; gegeben ist, ist aber klar.
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dabei ist L eine Lipschitzkonstante fiir A — Ah. Mit dieser Abschétzung ist die
Stetigkeit bei x¢ wieder leicht herzuleiten.

(ii) Hier ist nur der Beweis von Lemma 8.2.2 zu kopieren: Sind A und A Matrizen
mit den geforderten Eigenschaften, so folgt wieder (A— A)h = 0 fiir jeden Vektor
h. Setzt man speziell fiir beliebige ¢ € {1,...,n} fiir h den i-ten Einheitsvektor
ein, so folgt, dass die i-te Spalte von A gleich der i-ten Spalte von A ist. Also
ist A=A O

Die Stetigkeit aller partiellen Ableitungen impliziert Differenzierbarkeit

In diesem Unterabschnitt geht es wieder um den Zusammenhang zwischen
Differenzierbarkeit und partiellen Ableitungen. Der ist erfreulich einfach, wir
werden wie in Abschnitt 8.2. beweisen kénnen:

e Differenzierbarkeit impliziert die Existenz der partiellen Ableitungen.

e Existieren alle partiellen Ableitungen aller Komponentenfunktionen von
f und sind sie alle auf U stetig, so ist f auf U differenzierbar.

Besonders der zweite Teil ist von kaum zu iiberschitzender Wichtigkeit. Da
alle ,,geschlossen dargestellten Funktionen stetig partiell differenzierbar sind,
steht das Konzept ,, Differenzierbarkeit* in so gut wie allen fiir die Anwendungen
interessanten Situationen sofort zur Verfiigung.

Wir kiimmern uns zunichst um Bezeichnungen. Im Folgenden wird U stets
eine offene Teilmenge des R™ und f : U — R™ eine Abbildung sein. Wie auf
Seite 231 beschrieben, kénnen wir f mit m Funktionen f1,...,f, : U — R,
den so genannten Komponentenfunktionen, identifizieren. Der Zusammenhang

ist durch f(z) = (fi(z),..., fm(z)) gegeben?3),

Es ist nahe liegend zu versuchen, f dadurch zu approximieren, dass man
die Ergebnisse aus Abschnitt 8.2 auf die Komponentenfunktionen anwendet.
Wirklich wird sich gleich herausstellen, dass der wesentliche Teil der Arbeit mit
dem Beweis von Satz 8.2.4 schon geleistet ist.

Satz 8.5.4. U sei eine offene Teilmenge des R™ und f : U — R™ sei durch die
Komponentenfunktionen fi,..., fm gegeben. Dann gilt:

(i) Ist f bei einem zo € U differenzierbar, so sind alle f; bei xo differenzier-
bar. Folglich existieren wegen Satz 8.2.4(i) alle partiellen Ableitungen von
allen f; bei xo.

(i) Fir alle f; sollen alle partiellen Ableitungen auf U existieren und stetig
sein, wir definieren fiir vo € U die Jacobimatrix®®) J¢(zq) durch

33)Zum Beispiel sind fiir die durch f(z,y,z) := (3, ¢?) definierte Abbildung f : R3 — R2
die Funktionen fi(z,y,2) = 3z und fa2(z,y, z) = ¢* die Komponentenfunktionen.

34) Jacobi: Privatgelehrter in Kénigsberg und Berlin. Wichtige Arbeiten zur Algebra, Zah-
lentheorie, Analysis und zur mathematischen Physik.

CARL GUSTAV JACOBI
1804 — 1851

Jacobi-
matrix
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P P
ﬁ(ﬂﬁo) %(Io)

Jy(wo) ==

Ofun. Ofum,

o () -+ Gl (a0)

Dann ist f auf U differenzierbar, wobei die Matriz A aus Definition 8.5.1
als J¢(zo) zu wdhlen ist.

Beweis: (i) Sei A die (m x n)-Matrix aus Definition 8.5.1 und j € {1,...,m}.
Definiert man einen Vektor g als die Transponierte der j-ten Zeile von A, so ist
— fiir h € R™ — die j-te Komponente des Vektors f(zg + h) — f(zo) — Ah die
Zahl fj(xzo + h) — f;i(zo) — (h, g). Daraus folgt die Abschétzung

[fi(xo +h) = fi(xo) = (h, 9) < |[f(xo + h) — f(x0) — Ahl|.

Aufgrund der vorausgesetzten Differenzierbarkeit von f kann die rechte Seite
fiir jedes e durch ¢||h|| abgeschitzt werden, wenn nur ||A|| klein genug ist. Das
bedeutet aber, dass f; differenzierbar ist.

Die Behauptung ist damit bewiesen, nebenbei folgt aus Satz 8.2.4(i) noch,
dass die j-te Zeile von A der Zeilenvektor (grad f;) T ist.

(ii) Sei zy € U beliebig. Wegen Satz 8.2.4(ii) folgt aus der Stetigkeit der df;/0x;,
dass alle f; bei z differenzierbar sind. Gibt man also ¢ > 0 vor, so existiert fiir
jedes j ein 6; > 0, so dass

[fi (o +h) = fj(x0) — (R, grad f;(x0))| < l|A]|

tir die h mit ||h]] <9, gilt.

Nach Definition von Jy () ist f(zo+h)— f(zo) —Jf(zo)h der Vektor, dessen
Komponenten die m Zahlen f;(zo+h)— f;(zo) — (h, grad f;(z¢)) sind. Die eben
hergeleitete Ungleichung impliziert daher

I1f(xo + h) = f(z0) = Jy(wo) ]| < Vme ],

falls ||h|| < 6 := min; ¢;; man vergleiche zur Begriindung die erste Beobachtung
im Beweis von Lemma 8.5.2(1).

Es folgt, dass f bei z( differenzierbar ist und dass die approximierende lineare
Abbildung durch i — Jy(x¢)h gegeben ist. O
Bemerkungen und Beispiele:

1. Man kann den Satz so zusammenfassen: Sind alle Komponentenfunktionen
stetig differenzierbar, so gilt fiir , kleine“ h die Approximation

f(SL'o + h) ~ f(wg) —+ Jf(l'o)h

Diese Approximationsformel fiir Vektoren des R™ entspricht den m eindimen-
sionalen Approximationen

fi(wo +h) = fj(z0) + (R, grad f;(wo)),
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j=1,...,m. Die Grofle des Fehlers kann komponentenweise mit dem Satz von

Taylor abgeschiitzt werden (vgl. Abschnitt 8.3).

2. Als Beispiel betrachten wir die Funktion f(z,y,2) = (232,22 — 2 + y), wir
wollen in der Nihe von zy = (—1,2, —3) approximieren. Zunichst rechnen wir
dazu die Jacobimatrix fiir ein beliebiges (x,y, z) aus, das ergibt die Matrix der
partiellen Ableitungen. Die Eintriige bestehen also aus Funktionen:

3222z 0 a3

Und nun ist speziell (z,y,z) = (—1,2,—3) zu setzen:

-9 0 -1
ety (00 1),

Zusammen mit f(—1,2,—-3) = (3,12) folgt daraus die Niherungsformel

hy
- ~1
f(—1+h1,2+h2,—3+h3)'~"< 32>+( gl) (1) 6) h2 s
_ _ hs

—_

ausgeschrieben heifit das

[ 3-9h—hs
f(—1+h1,2+h27—3+h3)~ ( 12—h1+h2—6h3 )

3. Aus Korollar 8.3.6 folgt sofort: Sind je zwei Punkte in U durch einen Strecken-
zug verbindbar, so ist eine stetig differenzierbare Funktion f : U — R™ genau
dann konstant, wenn die Jacobimatrix von f an allen Punkten von U die Null-
matrix ist.

4. Wir haben die Jacobimatrix, das mehrdimensionale Analogon zur Ableitung,
Jr genannt. In der Literatur gibt es aber auch andere Bezeichnungsweisen, etwa

', Df oder Of /0.

Die Kettenregel

Manche Leser werden vielleicht in den vorigen Abschnitten dieses Kapitels
das systematische Studium von Permanenzaussagen vermisst haben. Wo stehen
denn Aussagen des Typs: ,,Sind f und f bei x( differenzierbar, so auch f+ f«7
Diese und andere @hnlich offensichtliche Wahrheiten sind hier nicht aufgefiihrt
worden: Es ist wirklich nicht besonders schwer einzusehen, dass

Jptg(w0) = J¢(20) + Jg(20) Und Jog(20) = aJs(z0)

fiir differenzierbare Funktionen f,g und a € R gilt.

Etwas tiefer liegend ist die Frage, wie es sich mit Verkniipfungen differen-
zierbarer Funktionen verhélt. Hier die Ausgangssituation:
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Gegeben seien offene Teilmengen U C R™ und V' C R™, es werden
zwei Funktionen g : U — V und f : V. — R* betrachtet; dabei
diirfen n, m, k beliebige natiirliche Zahlen sein.

UcCR" V CR™

Bild 8.8: Die Kettenregel: Welche Ableitung hat fog?

Was lisst sich iiber die Differenzierbarkeit von f o g : U — RF sagen, wenn
f und g differenzierbar sind? Die Antwort gibt der folgende Satz, er ist sicher
einer der wichtigsten des ganzen Kapitels:

Satz 8.5.5. (Kettenregel) Mit den vorstehenden Bezeichnungen gilt: Ist fiir
irgendein xg € U die Funktion g bei xg und die Funktion f bei g(xq) differen-
zierbar, so ist fog bei xo differenzierbar. Fir die Jacobimatrizen gilt: Jpoq(xo)
ist das Matrizenprodukt der Matrizen Jy(g(zo)) und Jy(zo), d.h.

Jng(l'O) =Jy (9(1’0)) ’ Jg($0)~

Beweis: Wir setzen zur Abkiirzung A := J¢(g(x0)) und B := Jy(x0). Es ist zu
zeigen, dass (f o g)(xzo + h) fiir ,kleine“ h gut durch (f o g)(z9) + ABh appro-
ximiert werden kann. Dann ndmlich hat AB die in Definition 8.5.1 geforderten
Eigenschaften, und im Beweis von Satz 8.5.4(1) wurde schon festgestellt, dass
diese Matrix notwendig die Jacobimatrix der gerade betrachteten Abbildung
sein muss.

Intuitiv ist das klar. Nach Definition ist ndmlich
g(zo + h) = g(x0) + Bh und f(g(zo) + il) ~ f(g(z0)) + Ah

fir ,kleine“ h, iL, und wenn man die erste Approximation in die zweite (mit
h = Bh) einsetzt, steht die Behauptung da.

Fiir einen strengen Beweis miissen wir etwas sorgfiltiger argumentieren. Es
wird neben der vorausgesetzten Differenzierbarkeit von f und g noch wichtig
werden, dass A und B Lipschitzabbildungen induzieren: Wegen Lemma 8.5.2
kann man Zahlen L4 und Lg so finden, dass

IAR|| < Lal[Al| und ||BR| < Lg|h|
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fiir alle h, h gilt.

Nun beginnt der eigentliche Beweis, wir geben ein € > 0 vor. Unser Ziel: Wir
miissen ein ¢ > 0 so finden, dass

| f(g(zo+R)) = f(g(x0)) — ABR|| < e ||n]|

fiir die h mit ||h|| < § ist®®).

Wir arbeiten von rechts (vom R¥) nach links (zum R™). Als Erstes nutzen
wir die Differenzierbarkeit von f aus. Da wir noch nicht genau wissen, fiir welche
Approximationsgiite das anzuwenden ist, fithren wir einen Hilfsparameter 7 ein,
der im Intervall ] 0, 1] liegen soll. Den wéhlen wir spéter bei Bedarf, wer mochte,
kann den Beweis dann mit dem richtigen 7 noch einmal aufschreiben. Dabei
bleibt dann allerdings im Dunkeln, wie man genau auf diese Zahl gekommen ist.

Die Differenzierbarkeit von f bei g(zq) verschaflt uns ein n € ]0,1], so dass
Il f (g(z0) + i~z) — f(g(z0)) — Ah|| < 7e||hl|, falls ||A| < n; wir schreiben das in
der Form ~ B

f(g(zo) +h) = f(g(z0)) + Ah + Z, (8.4)
wobei ||Z]| < Tel|h]|.

Mit dem so gefundenen n wird die Differenzierbarkeit von g ausgenutzt. Wir
finden damit ein 6 > 0, so dass fiir die A mit ||h]| < 6 die Gleichung

g(xo+h) = g(xo) + Bh+ 2

fiir ein 2z mit ||z|| < n|/h|| gelten wird.

Und nun wieder riickwérts: Wie hitte man 7 wéhlen sollen, dass das so
gefundene ¢ die geforderten Eigenschaften hat? R
Wir fixieren dazu ein h mit ||h]] < ¢ und schreiben g(zo + h) als g(xo) + h,
es ist also h = Bh + z mit einem z, fiir das ||z|| < n|lh|| gilt. Fiir dieses h soll
die Gleichung (8.4) ausgenutzt werden diirfen. Dazu miissen wir dafiir sorgen,
dass ||h]] < n gilt. Nun ist aber
1] [ BhI[ + =]
(L +n)|Al
(Lp+ DA
(LB + 1)(5
Unsere erste Manahme wird also darin bestehen, § (falls notig) so zu verklei-
nern, dass (Lp + 1)d < 7 gilt.
Dann darf fiir h die Gleichung (8.4) ausgenutzt werden: Es ist

Flo(zo+h) = f(glxo)+h)
= f(g(:ro)) + Ah+Z
f(g(:ro)) + ABh + Az + Z,

IN N IANCIA

35)Bei dieser und vergleichbaren Argumentationen ist natiirlich immer dafiir zu sorgen, dass
¢ so klein ist, dass die g + h auch wirklich zum Definitionsbereich gehéren. Das ist bei Bedarf
durch Verkleinerung von ¢ leicht zu erreichen, da ja alle Definitionsbereiche offen sind.
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wobei ||Z]| < Tel|h].

Vergleicht man das, was wir erreicht haben, mit dem, was zu zeigen ist, so
fehlt nur noch wenig: Es muss

[Az + 2| <ellAll (8.5)

gelten. Dabei kommt auch noch die Lipschitzbedingung fiir A ins Spiel:

lAz+ 21 < Lzl + 2]
< Lanlibl + <[ A
< Lanlll +7e(La + VA

(LAU +7e(Lp + 1))||h\|

Endlich kommen wir zum Finale: Wenn man 7 am Anfang so gewéhlt hat,
dass 7(Lp + 1) < 1/2 gilt und bei der Wahl von n zusitzlich fiir Lan < /2
gesorgt hat, gilt wirklich die Abschiitzung (8.5), und damit ist alles gezeigt.

Man kann den vorstehenden Beweis leicht so modifizieren, dass der ,,Joker*
7 schon frithzeitig fixiert wird. Die wichtigsten Schritte wéiren dann:

e ¢ > ( vorgeben.

7 als 1/[2(Lp + 1)] definieren.

e Wie oben 1 zu 7e wihlen, dabei — falls nétig — durch Verkleinern
dafiir sorgen, dass Lan < e/2.

e Nun § zu n wie oben suchen. Eventuell § noch so verkleinern, dass
(L + 1) < n gilt.

Dieses § hat dann die gewiinschten Eigenschaften. O

Bemerkungen und Beispiele:

1. Um den Satz zu illustrieren, berechnen wir J fog fiir ein konkretes Beispiel auf
zwei verschiedene Weisen. Dazu betrachten wir £, g : R? — R?, diese Funktionen
sollen durch

g(z,y) = (ze?,2%y), f(u,v) = (u+v,u—20%
definiert sein. Durch Einsetzen von g in f folgt
(fog)(z,y) = (we? + 2%y, ze¥ — 2(ay)?).
Damit erhalten wir fiir die Jacobimatrix bei (x,y) die Matrix

eV 4 2zy  xeY + a2
Jfog(xvy) = ( oY — 8$3y2 re¥ — 4.’.U4y .
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Nun berechnen wir Jy fiir ein allgemeines (u,v), danach setzen wir g(z,y) fiir
(u,v) ein:

Tp(u,0) = ( L ) J1(9(z, ) = Jy(ze?, ay) = ( _— )

—4x2y

Schlief3lich ist
e¥  xeY
Jg(x7 y) = ( 2 ) )

2ry  x
und damit ergibt sich fiir das Produkt J (g(ﬂc,y))Jg(x,y):

1 1 e we¥ \ [ ev+2uxy  axe¥ +a?

1 —4x?%y 2oy 2% ) T\ eV —8x3y? ze¥ —daty )
Wegen der Kettenregel ist es nicht iiberraschend, dass diese Matrix mit der
weiter oben berechneten iibereinstimmt.

2. Die ,eindimensionale* Kettenregel aus Satz 4.1.4(iv) ist als Spezialfall ent-
halten, wenn man die Formel (fog)'(zo) = f'(g9(z0)) ¢’ (z0) etwas gekiinstelt als
Gleichung zwischen (1 x 1)-Matrizen interpretiert. Anders als damals in Kapi-
tel 4 ist allerdings jetzt die Reihenfolge der Faktoren wichtig. Die Multiplikation
in R ist kommutativ, Matrizen A und B jedoch darf man nicht so ohne Weite-
res vertauschen: Oft ist das Produkt bei Vertauschung der Faktoren gar nicht
definiert, und selbst wenn beide Multiplikationen sinnvoll sind, kann AB etwas
ganz anderes sein als BA.

3. Im Spezialfall n = k£ = 1 nimmt die Kettenregel die folgende Form an: Ist,
mit U C R, die differenzierbare Funktion g : U — R™ durch die m Kompo-
nentenfunktionen gi,...,9,m : U — R gegeben und ist f : R™ — R ebenfalls
differenzierbar, so ist fog:U — R differenzierbar mit

(f o 9)(z) = (grad f(9(2)), g'(x))- (8.6)
Ausfiihrlicher aufgeschrieben heifit das, dass
_of of

(fog)(x) = Do (9(x))g1(z) + -+ (9(x)) gr ()

0Ty,

gilt. Die Tragweite dieser Formel soll an vier Beispielen illustriert werden:

a) Sei f : R™ — R eine beliebige differenzierbare Funktion, g : R — R™
sei durch ¢t — ¢ + th definiert. Offensichtlich ist dann ¢'(t) = h fiir jedes t.
Gleichung (8.6) besagt also, dass die Ableitung von ¢ — f(z¢ + th) bei t gleich
(h,grad f(xo+th)) ist. Das ist genau die Aussage von Lemma 8.3.4 fiir den Fall
r=1.

b) Auf einer rechteckigen Platte sei die Temperatur an der Stelle (x,y) durch
f(x,y) gegeben. Eine Ameise spaziert iiber diese Platte, zur Zeit ¢ befindet sie
sich an der Stelle g(t). Dann ist (fog)(t) die Temperatur, die die Ameise zur Zeit
t konkret fiihlt, die Temperaturverinderung ist also durch (grad f (g(x)) ,g'(z))
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gegeben. Als Folgerung ergibt sich, dass sich die gefiihlte Temperatur zur Zeit
t nicht verédndert, wenn die Ameise dann gerade senkrecht zum Gradienten der
Temperatur spaziert, denn dann ist (gradf(g(x)) ,g'(x)) =0.
¢) Ein Massenpunkt, bewege sich im R? so, dass entlang seiner Bahn eine gewis-
se Funktion f(z,y, z) konstant bleibt; man nennt f dann eine Erhaltungsgrife.
Beschreibt man die Bahn durch eine Funktion g : R — R® mit der Interpre-
tation ,,g(t) ist der Ort des Punktes zur Zeit t* so heifit das, dass f o g einen
Konstante ist. (Die Existenz von Erhaltungsgrofien ermdglicht eine Reduktion
der Anzahl der Koordinaten, die zur Beschreibung erforderlich sind. Mathema-
tische Grundlage ist der Satz iiber implizite Funktionen, den wir in Abschnitt
8.8 kennen lernen werden.)

Folglich ist die Ableitung von fo g, also die Zahl (grad f(g(:L)) ,g'(x)), gleich
Null, und das heifit, dass der Geschwindigkeitsvektor ¢’(¢) in jedem Augenblick
senkrecht auf dem Gradienten von f steht.

d) Wir betrachten zwei stetig differenzierbare Funktionen ¢,¢ : R — R mit
© < 1. Weiter ist ein stetig differenzierbares f : R> — R gegeben, und durch

¥ ()
o@) = [ flaty
# ()
wird eine Funktion g : R — R definiert. Es handelt sich dabei um dasjenige g,
das wir in Abschnitt 6.4 vor Satz 6.4.3 eingefiihrt haben. Mit der Kettenregel
kann die Differenzierbarkeit von g, also Satz 6.4.4, leicht hergeleitet werden:

: vof : :
o(x) 0T
Um diese Aussage auf die Kettenregel zuriickzufiihren, definieren wir Funk-
tionen ® : R — R3 und ¥ : R?® — R durch

®(x) = (z,¢(x), p(x)) und V(z,u,v) = /uf(a:,t) dt.

® und ¥ sind dann differenzierbar, da die partiellen Ableitungen existieren
und stetig sind: Zum Beispiel ist (0¥ /du)(z, u,v) = f(z,u), das folgt aus Satz
6.1.7(ii) (man beachte auch Aufgabe 6.2.1).

Es ist nun nur noch zu beachten, dass g = ¥ o & gilt, die Kettenregel lie-
fert dann die gewiinschte Ableitungsregel: Sie entsteht als Skalarprodukt vom
Gradienten von ¥ bei ®(x), das ist der Vektor

(/.w(ﬁg_i(m?t) dt, f(z,(x)), —f(:r,<p(m))),

w(x)
mit der Ableitung (1,7/(x),¢(x)) von ®.

4. Aus der konkreten Form von Jyo, als Produkt von J¢ und J, folgt noch,
dass sich ,hohere“ analytische Giiteeigenschaften von f und g auf f o g iiber-
tragen. Sind zum Beispiel alle Komponentenfunktionen von f und g r-mal stetig
differenzierbar, so wird das auch fiir f o g gelten.
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Im Folgenden wird die Kettenregel noch sehr hiaufig angewendet werden, auf
die Diskussion weiterer Beispiele kann deswegen hier verzichtet werden.

Abschiitzungen als Folgerung aus der Differenzierbarkeit ‘

Wie in Abschnitt 8.2 soll nun gezeigt werden, dass Differenzierbarkeit nicht
nur die Stetigkeit, sondern sogar — unter geeigneten Voraussetzungen an den
Definitionsbereich — die Lipschitzstetigkeit impliziert. Fiir Funktionen mit Wer-
ten in R hatten wir das als Folgerung aus dem Mittelwertsatz (Korollar 8.3.5)
hergeleitet, er besagt, dass f(zo+h) — f(x0) als (h,grad f(xzo +th)) darstellbar
ist.

Die nahe liegende Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes auf vektorwertige
Funktionen gilt nicht:

Fiir eine differenzierbare Funktion f : R™ — R™ ist es im Allge-
meinen nicht richtig, dass es zu xp und h ein ¢t € ]0,1[ mit der
Eigenschaft f(zo+ h) — f(z0) = Jy(zo + th)h gibt.

Als Gegenbeispiel betrachte man die durch f(z) = (cosz,sinz) de-
finierte Funktion von R in den R2?. Fiir 2o = 0 und h = 27 ist
f(zo 4+ h) — f(xo) der Nullvektor. Die Jacobimatrix von f aber ist
(= sinz, cosx), und folglich verschwindet der Vektor

Jf(x)h = (—2msinz, 27w cos x)
fiir kein z.

Die Lipschitzeigenschaft ist aber trotzdem beweisbar:

Satz 8.5.6. Sei U C R"™ offen und f : U — R™ differenzierbar. Ist K C U
eine konveze Teilmenge>®), auf der alle partiellen Ableitungen aller Koeffizien-
tenfunktionen von f durch eine Zahl M beschrinkt sind, so ist f auf K eine
Lipschitzabbildung mit Lipschitzkonstante L := \/mnM .

Beweis: Es seien xg und z¢ + h Punkte aus K. Es ist zu zeigen, dass

I1f (o + h) = f(zo)ll < LRl

gilt. Dazu setzen wir y := f(xo + h) — f(z0). Ist y = 0, so gilt die Behauptung
trivialerweise. Falls y nicht der Nullvektor ist, definieren wir z := y/||y||; es wird
gleich wichtig werden, dass z Norm 1 hat und dass (y,z) = (y,y/|lyll) = ||yl
gilt.

Wir gehen von f zur Funktion f : U — R iiber, sie ist durch

f(z) = (f(x),2)

definiert. Der Mittelwertsatz 8.3.5 verschafft uns ein ¢ € 10,1, so dass

f(xo + h) — f(x0) = (h, grad f(zo + th))

36) Zur Definition vgl. S. 38.

Lipschitz-
eigenschaft
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gilt. Wir fassen f als Verkniipfung der Funktionen f und z — (z,z) auf. Die

Jacobimatrizen dieser Abbildungen sind J;(z) und der Zeilenvektor 2.

Aus der Kettenregel folgt dann, dass f bei z die Jacobimatrix 2T J¢(x) hat.
Damit ist (h, grad f(zo + th)) = (z, J(zo + th)h), es ist also

[ f(xo +h) = flxo)l = (f(wo+h)— flzo),2)
Fxo+h) = flxo)

(z, Jf(xo + th)h)

2l - [ (zo + th)h||
2]l - Al - vVmnM
Li|nf;

ININ A

bei diesen Abschitzungen haben wir zuerst die Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung (Seite 233) und dann Lemma 8.5.2 ausgenutzt. |

Korollar 8.5.7. Es sei U C R" offen und f : U — R™ eine stetig diffe-
renzierbare Funktion. Dann ist f auf jeder kompakten Teilmenge von U eine
Lipschitzabbildung.

Beweis: Aus dem vorigen Satz folgt sofort die Lipschitzeigenschaft auf jeder
kompakten und konvexen Teilmenge K; man muss nur ausnutzen, dass alle
0f;/0z; auf K beschrénkt sind. Wie im Beweis von Satz 8.3.8 ergibt sich daraus
die Lipschitzeigenschaft fiir beliebige kompakte K. O

Der Mittelwertsatz als Lieferant fiir Abschitzungen

Eben haben wir festgestellt, dass es fiir Funktionen vom R"™ in den
R™ Lkeinen Mittelwertsatz, sondern nur gewisse Abschdtzungen gibt.
Es sollte betont werden, dass auch die bisherigen Varianten des Mit-
telwertsatzes (also die Mittelwertsiitze fiir Funktionen von R nach
R oder von R™ nach R) in allen Anwendungen nur zum Abschitzen
verwendet wurden.

Viel mehr ist leider auch nicht zu erwarten, da man iiber die in der
Aussage dieser Sitze vorkommende Zwischenstelle so gut wie nie
irgendwelche konkreten Informationen hat.

‘ Hohere Ableitungen ‘

Wir betrachten noch einmal Gradienten. Inzwischen sollte klar sein, dass
fir eine Funktion f : U — R (mit U C R"™) der Gradient bei zg so etwas
wie die Ableitung von f an der Stelle z ist. Folglich entspricht der Ubergang
von f zum Vektorfeld gradf : U — R™ dem Ubergang von f zu f’ in der
»eindimensionalen* Theorie.

Und daher sollte man, wenn diese Abbildung differenzierbar ist, f zweimal

differenzierbar nennen; mit der in diesem Abschnitt entwickelten Theorie kann
das sinnvoll formuliert werden. Allgemeiner: Ist f : U — R™ (mit U C R"™)
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differenzierbar, so ist es moglich, eine Abbildung x — J¢(x) von U in die Menge
der (m x n)-Matrizen zu definieren. Eine (m x n)-Matrix aber kann mit einem
Element des R™" identifiziert werden, weil m-n Zahlen einer Matrix entsprechen.
Folglich kann man fragen, ob « — Jy(x) — aufgefasst als Abbildung von U in den
R™" — differenzierbar ist. Falls ja, wird man f zweimal differenzierbar nennen,
die Zuordnung x — ,die Jacobimatrix dieser Abbildung® kann als Abbildung
von U in den R™"’ aufgefasst werden.

Das wird sehr schnell sehr schwerfllig, und die uns interessierenden Anwen-
dungen hoherer Ableitungen konnen alle mit dem Satz von Taylor behandelt
werden. Deswegen wird es fiir uns ausreichend sein, erste Ableitungen zu unter-
suchen.

Differenzierbarkeit fiir Funktionen zwischen beliebigen Banachraumen

In diesem Buch haben wir das Konzept der Differenzierbarkeit in mehre-
ren Stufen entwickelt: Zundchst wurden Funktionen von R nach R betrachtet,
spater ging es um Funktionen vom R™ nach R, und hier haben wir schliefllich
Funktionen von R™ nach R™ untersucht.

Manche Autoren von Analysis-Biichern finden diesen Weg zu langwierig und
auch zu speziell. Wenn man unsere verschiedenen Differenzierbarkeitsdefinitio-
nen vergleicht, so fallt wirklich auf:

e Es war eigentlich nur wichtig, dass man im Urbild-Bereich und im Bild-
bereich addieren und mit reellen Zahlen multiplizieren konnte, dass eine
,GroBe® von Elementen (die Norm) definiert ist und dass gewisse Abbil-
dungen ¢ — die linearen — als besonders einfach ausgezeichnet waren.

e In den Beweisen wurde es dann wichtig, dass die zum Approximieren ver-
wendeten ¢ auch stetig sind (siche z.B. Satz 8.5.3(i)). Das ist bei lincaren
Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Rdumen automatisch erfiillt,
in allgemeineren Situationen wird man es voraussetzen miissen.

Damit kéonnte man mit einer gewissen Berechtigung die Meinung vertreten,
dass der ,natiirliche® Ansatz fiir Differenzierbarkeits-Untersuchungen der fol-
gende ist:

Definition 8.5.8. Es scien X und Y reelle Banachrdume3™), wir werden fir
die Norm in X und in'Y das gleiche Symbol || - || verwenden.

Weiter sei U C X eine offene Teilmenge, xo € U und f : U — Y eine
Abbildung. [ heifst dann differenzierbar bei xg, wenn es eine stetige und lineare
Abbildung ¢ : X —'Y gibt, so dass gilt:

.1
’;légﬁ’m f (o + h) = f(zo) — @(A)]| = 0.

37)Zur Erinnerung: Reelle Banachriiume sind normierte R-Vektorrdume, in denen alle
Cauchy-Folgen konvergent sind.
Einige wichtige Beispiele haben wir schon kennen gelernt, z.B. ist CK fiir jeden kompakten
metrischen Raum ein Banachraum (vgl. Satz 5.3.4).
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(Das bedeutet wieder: Zu e > 0 gibt es § > 0 so, dass fiir h mit ||h|| < 0 stets
[f(zo + h) = f(xzo) — @(h)|| < ellhl| ist.)

Bemerkungen und Beispiele:

1. Es sollte klar sein, dass unsere bisherigen Differenzierbarkeits-Definitionen
alle ein Spezialfall der vorstehenden sind. Dazu ist nur zu beachten, dass lineare
Abbildungen von R™ nach R™ automatisch stetig sind.

2. Man kann fiir das allgemeine Differenzierbarkeitskonzept viele der hier be-
wiesenen Ergebnisse iibertragen, etwa:

e Die Abbildung ¢ ist, wenn sie existiert, eindeutig bestimmt. Man nennt
sie die Ableitung von f bei xg.

e Aus der Differenzierbarkeit folgt die Stetigkeit.

e Man kann wieder eine Kettenregel beweisen.

3. Bei uns gab es einen engen Zusammenhang zwischen der Existenz der Rich-
tungsableitungen und der Differenzierbarkeit. Im allgemeinen Fall ist alles er-
wartungsgeméfl komplizierter, man muss die Varianten ,, Gateaux-Differenzier-
barkeit“ (= alle Richtungsableitungen existieren und lassen sich zu einer stetigen
linearen Abbildung zusammensetzen) und , Fréchet-Differenzierbarkeit® unter-
scheiden (letztere entspricht der vorstehenden Definition).

4. Ein wichtiger Vorteil des allgemeinen Zugangs ist, dass héhere Ableitungen
sehr natirlich definiert werden kénnen. Sind nédmlich X und Y Banachraume,
so ist die Menge L(X,Y) der linearen stetigen Abbildungen von X nach Y in
natiirlicher Weise wieder ein Banachraum; die Norm eines ¢ € L(X,Y) ist dabei
als die bestmogliche Lipschitzkonstante von ¢ erklért.

Eine differenzierbare Funktion f : U — Y (mit U C X) gibt daher An-
lass zu einer Abbildung von U nach L(X,Y): Jedem zy wird die , Ableitung*
¢ zugeordnet. Wenn die differenzierbar ist, wird man f zweimal differenzier-
bar nennen. Man erhélt damit eine Abbildung von U nach L(X , L(X, Y)), die
moglicherweise auch noch differenzierbar ist: Dann ist f dreimal differenzierbar.
Und so weiter.

5. In dieser Interpretation ist auch plausibel, wie man ,stetig differenzierbar*
definieren sollte: Die eben betrachtete Funktion von U nach L(X,Y’) muss stetig
sein.

Nun ist die lineare Approximation im Fall endlich-dimensionaler Rdume
durch die Jacobimatrix gegeben. Das heiflt, dass eine Funktion genau dann
stetig differenzierbar sein wird, wenn alle partiellen Ableitungen existieren und
stetig sind.

6. Wieder kann man Extremwerte von Funktionen f : U — R dadurch finden,
dass man diejenigen xy berechnet, bei denen die Ableitung (das ist die Abbildung
) verschwindet. Das spielt eine wichtige Rolle, z.B. in der theoretischen Physik
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bei der Herleitung von Bewegungsgleichungen aus Extremalprinzipien oder in
der Variationsrechnung®®).

7. Auch jetzt ist offensichtlich: Ist f konstant gleich yo € Y oder eine lineare
stetige Abbildung ¢, so ist f differenzierbar. Im ersten Fall ist die Ableitung
Null, im zweiten gleich .

8. Als Beispiel betrachten wir die Funktion ® : C'[0,1] — R, die jedem g¢

das Integral fol g%(z) dx zuordnet; C'[0,1] soll dabei mit der Supremumsnorm
versehen sein.

Fiir go,g € C'[0,1] ist

A@w»wmfm:AR@MMné

1 1
%@M@M+AgmM%

fiir ,kleine“ g ist das néherungsweise gleich fol g2 (z) dx +2 fol go(z)g(z) dx. Und
da — bei festem gy — durch ¢g,(g) :== 2 folgo(m)g(x) dx eine lineare und stetige
Abbildung ¢g, : C'[0,1] — R definiert wird, ergibt sich ohne grofie Miihe, dass
® bei jedem gy differenzierbar ist und dass die Ableitung dort durch ¢4, gegeben
ist.

Nun ist g4, genau dann die Nullfunktion, wenn go = 0 ist. Das folgt daraus,
dass @g,(go) das Doppelte des Integrals iiber g2 ist, und diese Zahl ist fiir von
Null verschiedene Zahlen strikt positiv. Folglich ist go = 0 die einzige Stelle,
wo die ,,Ableitung® von ® verschwindet. Wirklich wird bei 0 offensichtlich das
Minimum von ¢ angenommen, auch dieser Zusammenhang (,,Fiir Extremwerte
ist die Ableitung Null*) ist also so, wie wir es aus Abschnitt 8.4 gewohnt sind.

In diesem Buch wurde dieser allgemeine Zugang nicht gew#hlt. Erstens ist er
wesentlich abstrakter und damit fiir Anfinger schwieriger als der hier gewéhlte,
und zweitens gibt es im Allgemeinen keine Méglichkeit, die auftretenden Ablei-
tungen so einfach zu bestimmen wie im Fall der Funktionen von R™ nach R™,
wo alles durch Jacobi-Matrizen explizit berechnet werden kann.

8.6 Der Satz von der inversen Abbildung

Wir beginnen mit einer Erinnerung an Abschnitt 4.1. Dort hatten wir in Satz
4.1.4(vi) die Formel

1
f' (o)
bewiesen, dabei sollte f eine differenzierbare, streng monotone Funktion mit
f'(z0) # 0 sein. Im Beweis musste dann erstens gezeigt werden, dass f~! dif-
ferenzierbar ist, und zweitens war die behauptete Formel nachzuweisen. Die

(f ) (f(@0)) =

38)In dieser Theorie versucht man, Funktionen mit ,extremalen® Eigenschaften zu finden.
Z.B.: Welche Kurve der Lange [ schliefit in der Ebene die grofite Fliche ein; als Losung erhilt
man die Kreise mit dem Durchmesser /7.
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Hauptarbeit steckte im ersten Teil, der zweite war dann eine unmittelbare Fol-
gerung aus der Kettenregel: Man musste nur die Identitit (f~!o f)(z) = =
ableiten.

Dieses Ergebnis soll nun auf Funktionen in mehreren Verdnderlichen tiber-
tragen werden, erwartungsgeméf wird alles komplizierter. Der Beweis wird wie-
der die beiden eben genannten Teile enthalten, also den Nachweis der Diffe-
renzierbarkeit von £~ und eine Formel. Zusitzlich gibt es ein neues Problem,
das im Fall einer Dimension noch nicht auftrat. Dort ist einer Abbildung f ver-
gleichsweise leicht anzusehen, ob f~! existiert, siec muss streng monoton wach-
send oder streng monoton fallend sein.

Im R"™ ist das nicht so ohne Weiteres zu entscheiden. Wir werden uns auch
nur um die lokale Variante des Problems kiimmern. Damit ist die Frage gemeint,
ob man — bei gegebenem xy — eine e-Kugel K um z( so finden kann, dass f
auf K invertierbar ist, dass man also fiir x € K das x aus dem Vektor f(x)
rekonstruieren kann.

Wir haben schon mehrfach erfolgreich von der Idee Gebrauch gemacht, dass
fiir eine differenzierbare Abbildung der Wert von f(xg + h) fiir ,kleine* h gut
durch f(zo) + Jy(zo)h approximierbar ist. Daher ist zu erwarten, dass das In-
vertierbarkeitsproblem fiir f mit der Invertierbarkeit von h — J¢(x¢)h zusam-
menhéngen wird.

Und da — fiir eine (m x n)-Matrix A — die Abbildung h — Ah nur dann
bijektiv ist, wenn m = n ist und die Determinante von A nicht verschwindet,
ist es nicht sehr iiberraschend, dass gleich die Determinante der Jacobimatrix,
die so genannte Jacobideterminante, eine wichtige Rolle spielen wird.

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts, den Satz von der inversen Abbildung,
finden Sie in Satz 8.6.4. Es wird sich vergleichsweise leicht beweisen lassen, weil
der wesentliche Teil der Arbeit bereits in den Beweis von Lemma 8.6.1 investiert
werden wird: Dort wird der Satz von der inversen Abbildung fiir einen Spezialfall
gezeigt.

Der Satz von der inversen Abbildung: ein Spezialfall

Lemma 8.6.1. Sei U C R™ offen mit 0 € U. Wir nehmen an, dass g : U — R"
eine stetig differenzierbare Funktion mit

g(0) =0 und J4(0) = E,,
ist3® . Dann gibt es eine offene Teilmenge Uy von U mit 0 € Uy, so dass gilt:

(i) g(Uy) ist offen.
(ii) g : Uy — g(Up) ist bijektiv.

(iii) g=': g(Uy) — Uy ist stetig differenzierbar.

39)Zur Erinnerung: Ej, ist die (n x n)-Einheitsmatrix.
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() Fir z € Uy ist J,-1(g(z)) = (Jg(m))fl.

Beweis: Im Beweis werden wir den Banachschen Firpunktsatz ausnutzen, den
wir in Abschnitt 5.4 bewiesen haben: Kontrahierende Abbildungen auf vollstandi-
gen metrischen Rdumen haben genau einen Fixpunkt.

Eine wichtige Rolle wird die Abbildung G : U — R" spielen, die durch
G(z) = g(x) — = definiert ist. G misst also, wie weit g von der identischen
Abbildung z — x abweicht.

Fiir die zu G gehorigen Jacobimatrizen gilt Jg(z) = Jy(x) — E,, und folglich
ist J(0) die Nullmatrix. Da die Funktionen dg;/0x; stetig sind, ist Jg(x) eine
(n x n)-Matrix stetiger Funktionen, und da alle bei Null verschwinden, kénnen
wir eine positive Zahl r so wéhlen, dass fiir die  mit ||z]] < 2r alle diese
n? Funktionen betragsmiBig durch (2\/511)71 abgeschiitzt werden koénnen?®.
Wegen Satz 8.5.6 — den wir mit n = m anwenden — folgt, dass die Abbildung
G fiir ||z|]| < 2r Lipschitzabbildung mit Lipschitzkonstante 1/2 ist; auch ist
wegen Lemma 8.5.2 die Abbildung h — Jg(x)h ebenfalls stets kontrahierend

mit Konstante 1/2.

Die Menge Uy kann nun definiert werden:
Up:=A{z |z el [z <r [lg@) <r/2}.

Im Folgenden soll (mit einem etwas langwierigen Beweis) gezeigt werden, dass
Uy alle geforderten Eigenschaften hat.
Behauptung 1: Uy ist offen, und 0 € Uyp.

Das ist leicht, da x — ||z|| eine stetige Abbildung ist; weil differenzierbare
Funktionen stetig sind, ist damit auch x — ||g(x)|| stetig?").
Es ist klar, dass 0 in Uy liegt.
Behauptung 2: g ist auf Uy injektiv.

Es seien x1, 25 € Up mit g(z1) = g(x2) gegeben. Wir miissen zeigen, dass
r1 = x2 gilt. Nach Definition von G ist

T — T2 = (I1 - 9(901)) - (962 —9(952)) = G(71) — G(z2).

Folglich gilt ||z1 — z2|| = [|G(x1) — G(x2)| < [Jx1 — x2|//2. Die Ungleichung
|1 — z2]| < [Jz1 — x2||/2 ist aber nur fir ||z1 — 22| = 0, d.h. fir 21 = @9,
moglich.

Behauptung 3: Zu jedem y' € R™ mit ||y'|| < r/2 gibt es ein &' mit ||2'|| < r
und g(a') =y

Das ist der schwierigste Teil des Beweises, hier werden wir den Banachschen
Fixpunktsatz anwenden. Wir beginnen, bei vorgegebenem y’, mit der Wahl eines

40) 1 soll auch noch so klein sein, dass die Kugel mit dem Radius 2r in U liegt; das ist moglich,
da 0 zu U gehort und da U offen ist.

41)Vgl. das graue Kistchen ,Der intelligente Weg zu joffen‘ und ,abgeschlossen**
3.3.5.

¢ nach Satz
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0 >0, so dass ||y']| + (r —0)/2 < r — ¢ gilt; man konnte etwa § := r — 2|/
setzen. Dann definieren wir

As = Az | [lz] <7 -0},

und eine Abbildung g,/ : As — R™ wird durch gy (z) := ¢’ + = — g(x) erklért.

Mal angenommen, wir kénnen zeigen:
e A ist ein nicht leerer, vollstindiger metrischer Raum,
* gy(As) C As,

e g, ist eine Kontraktion, d.h. eine Lipschitzabbildung mit einer Lipschitz-
konstanten, die kleiner als 1 ist.

Dann kénnten wir den Banachschen Fixpunktsatz anwenden: Der garantiert die
Existenz eines (sogar eindeutig bestimmten) 2’ € A, so dass g,/ (z’) = 2. Nach
Definition von g,s bedeutet das g(z’) = ¢/, und da wegen 2’ € As auch ||z/|| < r
gilt, wire die Behauptung bewiesen.

Es fehlt also nur noch der Nachweis, dass die Voraussetzungen des Fixpunkt-
satzes erfiillt sind. Die erste Eigenschaft gilt offensichtlich, denn Ay ist eine ab-
geschlossene Kugel im R™. Um die zweite Eigenschaft nachzuweisen, geben wir
irgendein & € As vor. Dann ist © — g(z) = G(x) und folglich gilt wegen der
Lipschitzbedingung von G die Ungleichung ||z — g(z)| < ||z||/2. Es folgt

lgy (@) = Iy +z—g(@)|
< Y+ Nl = g@)]l
< I+ (r—2d)/2
< r—4é,

d.h., auch g, (z) gehort zu As.

SchlieBlich fehlt noch der Nachweis der Kontraktionsbedingung: Fiir z, 2’ € Ay
ist

1G(z) = G2l
Iz = 2" /2.

gy () = gy ()]

IA

Damit ist Behauptung 3 vollstéindig bewiesen.

Behauptung 4: Vo := g(Up) ist offen im R™.

Sei xg € Up, der Vektor yo := g(x¢) liegt folglich in Vp, und alle Elemente
aus Vp sind so darstellbar. Es ist zu beweisen, dass eine ganze Umgebung von
Yo zu Vy gehort.

Wegen xg € Up ist ||lyol] < /2, es gibt also ein & > 0, so dass ||yo|| +& < 7/2.
Wir behaupten, dass die e-Kugel um yp in Vp liegt.

Sei dazu ' mit ||yo — 9’| < e vorgegeben. Dann ist aufgrund der Dreiecks-
ungleichung ||y'|| < r/2, wegen Beweisschritt 3 gibt es also ein 2’ mit ||2/| < r
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und g(z') = y'. Nach Definition von Uy heiit das, dass 2’ zu Uy gehort, und das
zeigt y' € Vp.

Behauptung 5: Fir xz, 2’ € Uy ist ||g(z) — g(z')|| > ||z — /|| /2.

Hier wird noch einmal die Lipschitzeigenschaft von G wichtig:

[ = g(z) + g(2) = (2" = g(a") + g(2)) |
[(9(x) = g(2") + (G(z) = G(2"))]|
lg(z) = g + IG(x) — G|

lg(@) = 9@l + llz — 2"l /2.

l — 2]

IAIA

Durch Subtraktion von ||z — 2’| /2 folgt die Behauptung.
g : Uy — Vj ist also eine bijektive Abbildung. (Die Injektivitidt wurde schon

in Behauptung 2 gezeigt, sie ergibt sich auch noch einmal aus der vorstehenden
Abschitzung.) Folglich existiert die inverse Abbildung g=1 : Vy — Up.

Behauptung 6: Fiir y1,yz € Vo ist |lg7 (1) — 97 (v2)]| < 2[ly1 — w2ll.
Das ist eine Umformulierung des vorigen Beweisteils.

1

Behauptung 7: g~ ist stetig.

Die Stetigkeit folgt sofort aus der eben bewiesenen Lipschitzeigenschaft.

Behauptung 8: Fir xg € Uy ist die Matriz Jy(xo) invertierbar.

Allgemein gilt: Ist A eine (n x n)-Matrix, so dass h — Ah — h eine Lipschitz-
abbildung mit Lipschitzkonstante L < 1 ist, so ist A invertierbar. Zum Beweis
betrachte man ein h mit Ah = 0. Dann ist ||h|| = ||h — Ah|| < L]k, und das
impliziert ||h|| = 0 und folglich h = 0.

Also ist h — Ah injektiv und deswegen als lineare Abbildung auf dem R"™
bereits bijektiv.

Im vorliegenden Fall ist das auf A = J,(z) fir 29 € Up anzuwenden. Man
muss sich nur erinnern, dass A — E,, = Jg(z¢) gilt und dass h +— Jg(xo)h eine
Lipschitzabbildung mit Lipschitzkonstante 1/2 ist.

Behauptung 9: Fiir xo € Uy ist g~1 bei yo := g(x0) differenzierbar und es gilt

-1

Jg-1(y0) = (Jg(0))

Sei xg € Up und yo = g(x). Wir miissen zeigen: Zu jedem & > 0 gibt es ein
6 > 0, so dass

_ = - 15 5
9™ (o + ) — g7 (yo) — (J(x0))  h|| < ellAl]
fiir alle h mit ||h]| < & gilt. Dabei ist natiirlich § so klein zu wihlen, dass

die 6-Kugel um y zu V gehort. Mit dieser Ungleichung wire die Behauptung
vollstéindig bewiesen.
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Wir geben ein ¢ > 0 vor; wie grof muss das fragliche § sein? Dieses Problem
soll auf die Differenzierbarkeit von g zurickgefithrt werden, wir beginnen also
damit, dass wir fiir ein (spéter festzusetzendes) &’ > 0 ein §’ > 0 wihlen, so dass

lg(zo + h) = g(xo) = Jg(zo) || < €'|[A] (8.7)

fiir die h mit ||h]] < ¢ gilt.
Sei nun h ein Vektor, so dass yo + h in Vj liegt. Wir definieren h durch die
Gleichung g(zo + h) — g(x0) = h, wir miissen also

hi=g " (yo+h) — 97" (%)

setzen. Man beachte, dass 9 1 (yo) = z0 gilt. Das hat zur Konsequenz, dass mit
h auch h klein sein wird, denn g~! ist eine Lipschitzabbildung mit Lipschitz-
konstante 2 (Schritt 6).

Genauer: Wenn wir § := §’/2 setzen, so folgt aus ||h|| < &, dass ||h]| < &'
gilt, und deswegen kénnen wir die Ungleichung (8.7) anwenden®?). Das muss
nun nur noch in eine Ungleichung fiir & umgeschrieben werden, dazu wird man
beachten miissen:

o Auf {y | |lyo —y|| < 0} konnen alle Eintrige der (Jg(ac))_1 durch eine
Zahl M beschrinkt werden, denn {y | [|yo — y|| < ¢} ist kompakt und
die Eintréige der Matrizen (.J, (x))71 sind stetige Funktionen. Hier ist es
wichtig zu wissen, dass die Eintrdge von A~! aus den Eintrigen von A
durch Multiplikationen, Additionen und Divisionen entstehen, auch muss
man sich daran erinnern, dass die Eintrége von Jg, also die Funktionen
0g;/0x;, nach Voraussetzung alle stetig sind.

Folglich gibt es wegen Lemma 8.5.2 eine Zahl L, so dass alle Abbildungen
h— (Jg(m)>7lh Lipschitzabbildungen mit Konstante L sind.

e Es ist ||| < 2||||, denn B = ¢~ (yo + ) — g (1), und g~ ist eine
Lipschitzabbildung mit Lipschitzkonstante 2.

Es folgt:

g™ (o + 1) — g™ (wo) — (Jy(x0)) "R = b= (Jy(x0)) R
= [|(Jy(@0)) " Ty (wo)h — (Jy(wo)) |
_ H(Jg(xo))’l((Jg(mo))h - h)H
< L|[Jy(xo)h — h||

|
= L||Jy(wo)h — g(wo + h) + g(z0)||
= L{lg(zo + h) — g(xo) — Jg(z0)hll

42) Genau genommen hétten wir noch dafiir sorgen miissen, dass 8’ so klein ist, dass die Kugel
um o mit dem Radius §’ in Uy liegt. Das ist aber leicht zu erreichen, da Uy offen ist.
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<Le||h
<20 ||h.

Das bedeutet: Wenn wir diesen Beweis mit ¢’ = ¢/(2L) begonnen hétten, wire
wirklich zu garantieren, dass die gewiinschte Ungleichung fiir die h mit ||h|| < ¢
gilt. Die Behauptung ist damit bewiesen.

Behauptung 10: g~ 1

—1
Wir wissen schon, dass Jg-1(y) = (Jg (gil(y))) gilt. Aus dieser Darstel-

ist stetig differenzierbar auf Vy.

—1
lung ist die Stetigkeit leicht abzulesen, denn y — ( ( Ly ))) ist stetig als

Komposition der stetigen Abbildungen y — g~'(y), z — Jy(z ) und A — A~L
(Es wurde schon bemerkt, dass das daraus folgt, dass man A I geschlossen aus
den Eintrégen von A darstellen kann.) |

Der Satz von der inversen Abbildung

Fin Trost: Die Hauptarbeit ist erledigt, wir miissen nur noch den allgemeinen
Fall auf das Lemma zuriickfithren. Das kommt iibrigens in der Mathematik oft
vor, dass man die Energie beim Beweisen auf einen Spezialfall konzentriert:
Beweis des Zwischenwertsatzes zunéchst fiir den Spezialfall der Zwischenstelle
Null, Satz von Rolle als Vorbereitung auf den ersten Mittelwertsatz, . ..

Wie Mathematiker Wasser kochen

Ein Physiker und ein Mathematiker sollen einen Topf Wasser, der
auf dem Tisch steht, zum Kochen bringen. Beide finden schnell die
Losung, sie tragen ihn vom Tisch auf die heifle Herdplatte.

Jetzt wird es schwieriger: Das gleiche Ziel ist zu erreichen, der Was-
sertopf steht aber auf dem Boden. Der Physiker greift sich den Topf
und bringt ihn auf direktem Weg zum Herd. Problem gelost!

Der Mathematiker dagegen nimmt den Topf und stellt ihn auf den
Tisch. Sein Kommentar: ,Das Problem ist gelost, ich habe es auf
den schon erfolgreich behandelten Spezialfall zuriickgefiihrt.

Diese — natiirlich erfundene — Episode kann man ganz nach Ge-

schmack als fiir den Mathematiker schmeichelhaft oder beleidigend
finden.

Wir beginnen mit einer Prézisierung: Was soll es genau bedeuten, dass der
Vektor z ,lokal“ aus f(z) rekonstruiert werden kann?

Definition 8.6.2. Es sei U C R" offen, und f : U — R" sei stetig differen-
zierbar. Fiir ein xo € U heiffit f bei xq lokal invertierbar, wenn es eine offene
Teilmenge Uy C U mit xo € Uy so gibt, dass gilt:

(i) Vo := f(Uyp) ist offen, und die Einschrinkung von f auf Uy ist eine Bijek-
tion von Uy nach Vj.

lokal
invertierbar
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(ii) Die inverse Abbildung f=': Vo — Uy ist stetig differenzierbar.

Durch das folgende Lemma kann der Beweis des Satzes von der inversen
Abbildung auf Lemma 8.6.1 zuriickgefithrt werden:

Lemma 8.6.3. Es scien U,V C R™ offene Teilmengen und g : U — V sowie
f:V — R"™ stetig differenzierbare Funktionen.

(i) Es sei xg € U. Ist g bei xg und f bei g(x) lokal invertierbar, so ist fog
bei xo lokal invertierbar.

(ii) Ist g bei einem xq lokal invertierbar, so auch die Abbildung x — g(x)—yo.
Dabei ist yo € R™ ein beliebiger Vektor.

(iii) Sei A eine (n x n)-Matriz mit det A # 0. Dann ist x — Ax bei 0 lokal
invertierbar.

Beweis: (i) Das ist eine Folgerung aus der Kettenregel (Satz 8.5.5). Zusétzlich
ist zu beachten, dass die Verkniipfung bijektiver und stetiger Funktionen wieder
bijektiv und stetig ist.

(ii) Diese Aussage ergibt sich aus dem vorigen Beweisteil, dazu muss man speziell
die durch f(y) := y — yo definierte Abbildung betrachten: f ist differenzierbar,
und die Jacobimatrix ist an jeder Stelle die (n x n)-Einheitsmatrix E,,.

(iii) Wir wissen schon, dass lineare Abbildungen x — Az differenzierbar sind
und dass die Jacobimatrix an jeder Stelle gleich A ist (s.S. 281). Insbesondere
ist diese Abbildung also stetig differenzierbar.

Eine (sogar auf dem ganzen R" definierte) Umkehrabbildung ist mit der
Abbildung y — A~y auch leicht gefunden. O

Nach diesen Vorbereitungen ist der Hauptsatz dieses Abschnitts leicht zu be-
weisen:

Satz 8.6.4. (Satz von der inversen Abbildung)

Es sei U C R™ offen, f: U — R"™ stetig differenzierbar und xo € U. Ist dann
die Matriz Jy(xo) invertierbar, so ist f bei xg lokal invertierbar, und fir x in
einer geeigneten Umgebung von xy gilt

T (f(@) = (Jp(x)

Beweis: Sei U := U — g := {x — o | € U}, die Menge U wird also um —xg
verschoben. Es ist leicht zu sehen, dass mit U auch U offen ist. Wir definieren
g:U — R™ durch

—1
g9(x) == (Jy(zo))  (f(z +20) = f(0))-
Wir behaupten, dass fiir g die Voraussetzungen von Lemma 8.6.1 erfiillt sind:

e U enthiilt die Null, und g(0) = 0: Das ist klar.



8.6. DER SATZ VON DER INVERSEN ABBILDUNG 303

e g ist stetig differenzierbar: Das ist eine Konsequenz aus der Kettenregel, da

x—x+xo, f,y—y— f(zo) und z — (Jf(xo))flz stetig differenzierbar
sind.

e Fiir z € U sind die Jacobimatrizen der vorstehenden vier Abbildungen die
Matrizen E,,, J¢(z + z0), £, und (Jf(.?}[)))il. Aufgrund der Kettenregel

ist die Jacobimatrix von g bei x also Jy¢(z + xo)(Jf(zo))fl, bei z = 0
ergibt sich damit die Matrix E,,.

Aus dem Lemma kénnen wir schlieffen, dass g lokal invertierbar bei Null ist,

man erhilt auch eine Formel fiir die Jacobimatrix von g~!.

Und nun wieder zuriick, von g zu f. Es ist

f(x) = J¢(z0)g(x — w0) + f(20),

und durch eine Kombination der Aussagen aus Lemma 8.6.3 folgt, dass f bei
o lokal invertierbar ist.

Es fehlt noch die Formel fiir die Ableitung von f~'. Die kénnte man aus
der Kettenregel und der Formel fiir g~' berechnen, da ja konkrete Ausdriicke
fir den Ubergang von f zu ¢ und umgekehrt vorliegen. Leichter ist es jedoch,
einfach von der Formel ( fltof ) (z) = x auszugehen, die ja auf einer Umgebung
von zg gilt. Und da f~! und f differenzierbar sind, muss man diese Identitt nur
noch mit Hilfe der Kettenregel differenzieren (wobei die elementare Tatsache zu
beriicksichtigen ist, dass « +— « differenzierbar und die Jacobimatrix gleich E,,
ist):

Jf—l (f(wo))Jf(xo) = En.
Und das heiBt, dass J;-1 (f(x0)) die inverse Matrix zu J¢(xq) ist. O
Bemerkungen und Beispiele:

1. Eine (n x n)-Matrix A ist bekanntlich genau dann invertierbar, wenn die
Determinante von Null verschieden ist. In unserem Fall heifit das: Der Satz von
der inversen Abbildung kann angewandt werden, wenn die Determinante von
J¢(xo) nicht verschwindet. Diese Determinante wird im Folgenden eine wichtige
Rolle spielen, sie heifit die Jacobideterminante von f bei xg.

Wir haben schon mehrfach von der Tatsache Gebrauch gemacht, dass die
Abbildung z — det J¢(z) fiir stetig differenzierbare f stetig ist. Das liegt daran,
dass man diese Determinante aufgrund der Leibnizformel in geschlossener Form
aus den 0f;/0x; darstellen kann.

2. Durch den Satz von der inversen Abbildung werden lokale Eigenschaften von
f beschrieben. Das ist nicht iiberraschend, da ja Differenzierbarkeit nur lokale
Approximationen ermdoglicht.

Wirklich ist auch nicht mehr zu erwarten. Als Beispiel betrachten wir die
Eigenschaft der lokalen Injektivitdt: Aus dem Satz von der inversen Abbildung
folgt doch, dass im Fall nirgendwo verschwindender Jacobideterminanten zu
jedem xg eine Umgebung existiert, auf der f injektiv ist. Dann muss f aber

Jacobi-
determinante
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noch nicht global injektiv — d.h. injektiv auf dem ganzen Definitionsbereich —
sein.

Als einfaches Gegenbeispiel betrachte man die Funktion z +— 22 von

R \ {0} nach R.

Eine interessantere Abbildung erhélt man, wenn man die Funktion
z — 2% von C \ {0} nach C als Funktion in zwei Verinderlichen um-
schreibt. Es ergibt sich die auf U = {(z,y) | 22 4+ y* # 0} definierte
Abbildung f(z,y) := (22 — 92, 2zy). Sie ist iiberall lokal injektiv,
da ihre Jacobideterminante gleich 4(z? +y?) ist. Es gilt aber immer
f(z,y) = f(—x,—y), die Abbildung ist also auf U nicht injektiv.

Das kann man — wieder fiir C — so umformulieren: Fiir jedes zg # 0
gibt es eine Umgebung U, so dass z — 2% auf U stetig invertierbar ist.
Anders ausgedriickt bedeutet das, dass man lokal eine Quadratwur-
zel fiir von Null verschiedene komplexe Zahlen definieren kann®®).

Ganz analoge Ergebnisse erhilt man, wenn man z — e® in eine
Funktion auf dem R? umschreibt. Da e**% wegen der Eulerfor-
mel gleich e” (cosy + i sin y) ist, handelt es sich um die Abbildung
(z,y) — (ez cosy, e’ sin y) Die Jacobideterminante ist e2*, die Ab-
bildung ist also iiberall lokal injektiv. Es folgt: Man kann lokal einen
Logarithmus fiir von Null verschiedene komplexe Zahlen erkldren.
(Auf ganz C geht das aber nicht, da z — e nicht injektiv ist: Stets
ist e* = e* 727

Beide Beispiele — Wurzel und Logarithmus — erfordern ziemlich auf-
windige Konstruktionen, wenn man mit ihnen auch im Komplexen
rechnen will. Man kommt um , mehrdeutige Funktionen“ und die
Betrachtung komplizierter metrischer Rdume (so genannter ,Rie-
mannsche Fldchen®) nicht herum.

In den folgenden Abschnitten werden wir einige Anwendungen des Satzes
von der inversen Abbildung behandeln. Hier soll nur noch auf eine Folgerung
hingewiesen werden, die sich vergleichsweise leicht ergibt.

Bisher haben wir einige Techniken kennen gelernt, durch die man leicht ent-
scheiden kann, ob eine Menge des Typs f(A) abgeschlosssen ist, bzw. ob f~1(B)
offen oder abgeschlossen ist. Fiir das erste Problem kann man versuchen nachzu-
weisen, dass A kompakt und f stetig ist, fiir das zweite sollte f stetig sein, dann
folgt alles aus den metrischen Eigenschaften von B (vgl. das graue Késtchen
nach Satz 3.3.5).

Wir haben aber bisher kein Kriterium, das uns bei der Untersuchung der
Frage hilft, ob f(A) eine offene Menge ist. Das kann wichtig sein, z.B. dann,
wenn man Funktionen, die auf f(A) definiert sind, auf Differenzierbarkeit un-
tersuchen mochte. Im Allgemeinen wird f(A) nicht offen sein, selbst wenn f

43)Fiir n = 3,4, ... kann man entsprechende Aussagen fiir n-te Wurzeln formulieren.



8.7. KOORDINATENTRANSFORMATIONEN 305

stetig und A offen ist. Dazu muss man nur konstante Abbildungen oder x — 22

(mit A = R) betrachten. Mit dem Satz von der inversen Abbildung haben wir
aber nun ein bequemes hinreichendes Kriterium zur Verfiigung:

Korollar 8.6.5. (Satz von der offenen Abbildung)

Es sei U C R™ offen und f : U — R" stetig differenzierbar. Ist dann die
Jacobideterminante von f bei keinem x € U gleich Null, so ist f(U) eine offene
Teilmenge von R™.

Beweis: Sei f(z) irgendein Punkt aus V := f(U). Da f bei xg lokal invertier-
bar ist, gibt es insbesondere offene Umgebungen von zy und f(zg), die unter f
bijektiv aufeinander abgebildet werden. Insbesondere gehort eine ganze Umge-
bung von yp zu V. ]

8.7 Koordinatentransformationen

Es ist schon mehrfach hervorgehoben worden, dass die Frage, ob ein mathe-
matisches Problem ldsbar ist oder nicht, manchmal sehr entscheidend von der
Darstellung der auftretenden Groflen abhéngt: Der Blickwinkel entscheidet.

So wurde zum Beispiel nach der Einfiihrung der Polardarstellung fiir kom-
plexe Zahlen in Definition 4.5.21 darauf hingewiesen, dass das die geeignete
Darstellung ist, wenn multiplikative Probleme in C vorliegen; dagegen sollte
man z als z = x + iy mit x,y € R schreiben, wenn man addieren mochte.

In diesem Abschnitt geht es um die Frage, wie man denn Funktionen so
darstellen kann, dass damit zusammenhéngende Probleme einfacher oder iiber-
haupt erst gelost werden koénnen. Der Satz von der inversen Abbildung wird
dabei eine wesentliche Rolle spielen.

Zur Motivation erinnern wir an eine Transformation, die wir in Abschnitt
6.2 kennen gelernt haben:

Mal angenommen, es soll zu einer Funktion A : R — R eine Stamm-
funktion gefunden werden, doch ist weit und breit kein Kandidat zu
sehen.

Wenn & die Form (f o g)g’ hat, ist es sinnvoll, eine neue ,,Variable®
w durch u := g(z) zu definieren. Dadurch wird das Ausgangspro-
blem darauf zuriickgefiihrt, das unbestimmte Integral [ f(u)du zu
behandeln. Und wenn u geschickt gewahlt war, ist das neue Problem
einfacher zu losen als das alte.

Sie haben es sicher wieder erkannt, es ging um die Integration durch Substitu-
tion. Der wesentliche Punkt war, von der Funktion f als Funktion von g(x) zur
Funktion f als Funktion von w iiberzugehen.

Solche Koordinatentransformationen sollen hier etwas nédher untersucht wer-
den. Der Abschnitt ist wie folgt aufgebaut:

e Koordinatentransformationen auf R: Einige Erinnerungen

Satz von der
offenen
Abbildung
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e Der ,lineare“ Blick
e Einige Koordinatentransformationen auf dem R™

e Transformation von Differentialgleichungen

Koordinatentransformationen auf R: Einige Erinnerungen‘

Wir betrachten zunéchst eine Funktion f : R — R. Dann ist leicht einzuse-
hen, was lineare Transformationen bewirken: Definiert man eine neue Funktion
h durch h(xz) := f(ax + b) (wobei a > 0 sein soll), so ist das nichts weiter
als eine Mafstabsinderung und eine Verschiebung des Koordinaten-Ursprungs
auf der z-Achse. So etwas passiert zum Beispiel, wenn man die Temperatur
von Celsius in Fahrenheit umrechnet: Temperatur in Fahrenheit gleich 9/5 mal
Temperatur in Celsius plus 32. Ganz analog bewirkt der Ubergang zu of (x)+p
eine Verdnderung der Darstellung in Bezug auf die y-Achse, und wenn man bei-
des kombiniert, ergibt sich eine Translation des Koordinatenursprungs und eine
Reskalierung auf beiden Achsen.

Lésst man auch a < 0 zu, so dndert sich nichts Wesentliches: Jetzt konnen
Koordinatenachsen auch noch gespiegelt werden.

Koordinatentransformationen in der Kiiche

Sie wollen einen Kuchen backen? Man nehme eine grofie Schiissel,
beginne mit 100 g Butter, fiige dann 2 Eier, 150 Gramm Zucker
und 180 Gramm Mehl hinzu usw. Auf der Waage erscheint bei den
meisten Modellen zuerst das Gewicht der Schiissel G, dann muss
soviel Butter zugegeben werden, dass G+100 angezeigt wird, mit den
Eiern (E Gramm) ist man bei G+100+F, nach der Zuckerzugabe soll
der Zeiger bei G+100+ E+ 150 stehen usw. Das ist sehr unpraktisch,
man wird zum Kopfrechnen gezwungen.

Deswegen soll hier eine duflerst praktische Erfindung lobend erwéihnt
werden: Man kann Waagen kaufen, bei denen der Nullpunkt der
Einstellung beliebig verschoben werden kann.

Mathematisch ist das nichts weiter als eine Koordinatentransforma-
tion der Form z — x — a.

Etwas komplizierter sieht es aus, wenn man von f zu F := f o ¢ {ibergeht,
wobei ¢ moglicherweise eine nichtlineare Funktion ist. Wenn z.B. o(z) = 23
gewdhlt wird, bewirkt das eine starke Verzerrung der Skalierung auf der a-
Achse: F an der Stelle 5 etwa ist f an der Stelle 125, der Graph von f wird
beim Ubergang zu F also in horizontaler Richtung gestaucht, und zwar umso
stiarker, je weiter man sich im positiven Bereich befindet.

Ahnliche Uberlegungen liefern eine Interpretation des Ubergangs von f zu
¥ o f, diesmal geht es um eine Verzerrung der y-Achse, und natiirlich kann
man wieder beide Operationen kombinieren, also sofort von f zu F = o fogp
iibergehen.
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In der Regel mochte man f aus F' rekonstruieren kénnen, und dazu miissen ¢
und 1) bijektiv sein. Dann ist f ="' o Foy~! und alle Probleme in Bezug auf
f konnen eindeutig in Probleme fiir F' transformiert werden. Im obigen Beispiel
der Integration durch Substitution entspricht der Ubergang von f o g zu f(u)
gerade der Wahl ¢ = u~!. (Ist zum Beispiel f(z) = sinz? und u(x) = 22, so
muss man ¢(x) = /z setzen: Dann ist wirklich F(z) = f(\/z) = sinz.)

Der ,lineare* Blick ‘

Stellen Sie sich vor, dass irgendeine Messreihe n Punkte in der Ebene geliefert
hat: Grofle und Gewicht von n Versuchspersonen, Preis und Lebensdauer fiir n
Gliihbirnen usw. Bezeichnet man diese n Tupel mit (z1,y1),..., (Tn,Yn), SO
ist es in vielen Anwendungsgebieten wichtig zu versuchen, die y; wenigstens
néherungsweise als ,,moglichst einfache* Funktion der z; zu beschreiben.

Im nachstehenden Bild etwa sieht man sofort, dass man eine Gerade, also
eine Funktion der Form @ — ax + b, zum Approximieren wihlen kann®:

AR

Bild 8.9: Lineare Approximation einer ,, Punktwolke®

Hat man erst einmal eine Gerade x +— ax + b eingezeichnet, konnen die
beiden Parameter a und b leicht abgelesen werden: a ist die Steigung und b der
Abschnitt auf der y-Achse.

Jeder ,sieht* also, ob man eine Gerade durch eine derartige Punktwolke
legen kann. Es ist dagegen iiberhaupt nicht klar, wie zwei Parameter o und (3
gewihlt werden miissen, dass x — [z eine gute Approximation an die y-Werte
ist. Hier hilft eine Koordinatentransformation weiter: y = Gz ist gleichwertig
zu logy = log B + alogz, und das ist eine lineare Transformation von logx

44)So etwas heifit dann — mathematisch nicht ganz korrekt — auch oft eine lineare Approzi-
mation.
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in logy. Daher empfiehlt es sich, statt der (x;,y;) die Paare (logx;,logy;) zu
skizzieren. Das hort sich kompliziert an, ist aber recht einfach, wenn man doppelt
logarithmisches Papier verwendet. Das gibt es in jedem Schreibwarenladen, man
muss nur die (x;,y;) in dieses ziemlich verzerrte Koordinatensystem eintragen.

Und wenn dort die Punkte in guter Niherung auf einer Geraden liegen, kann
man wieder durch Einzeichnen der approximierenden Geraden « und log (3 er-
mitteln. Fiir das Ausgangsproblem hat man damit die y; durch fz§* approxi-
miert.

Ganz analog geht man vor, wenn eine Interpolation des Typs z — [Fe**
gewiinscht wird. Hier muss man sich iiberlegen, dass y = fe®* gleichwertig zu
logy = log 8 + ax ist. Diesmal ist also einfach logarithmisches Papier gefragt:
Wenn man die Paare (z,logy) eintrigt, sollte man wieder die interpolierende
Gerade ,sehen* und daraus log 8 und a ermitteln kénnen.

Einige Koordinatentransformationen auf dem R™ ‘

Koordinatentransformationen sind — wie schon gesagt — deswegen wichtig,
weil sie einen anderen Blickwinkel ermoglichen, hdufig sind Probleme erst nach
einer Transformation lésbar. Beispiele gibt es in der Mathematik im Uberfluss,
auf einige wurde schon hingewiesen. (Hier kénnte man auch an die Charakteri-
sierung positiv definiter Matrizen in Abschnitt 8.4 erinnern: Wenn eine Matrix
durch eine Koordinatentransformation auf Hauptachsen transformiert ist, kann
man die Definitheit sofort ablesen.)

Um diese Idee einsetzen zu konnen, braucht man ein Reservoir an Koor-
dinatentransformationen. Einige der am héufigsten angewendeten sollen hier
vorgestellt werden. Das kann nur eine kleine Auswahl sein, im Grunde verlangt
jedes Problem nach seiner mafigeschneiderten Darstellung. Allgemein gilt die
Regel: Die Wahl des Koordinatensystems sollte die Symmetrien des Problems
widerspiegeln; punktsymmetrische Probleme sollten durch Kugelkoordinaten be-
schrieben werden, fiir Probleme, die bei Rotation um eine Achse invariant blei-
ben, bieten sich Zylinderkoordinaten an usw.

Polarkoordinaten

Die kennen wir schon aus Kapitel 4 (vgl. Definition 4.5.21): Ein Punkt (z,y)
des R? wird nicht durch die kartesischen Koordinaten z,y, sondern durch zwei
andere Zahlen dargestellt, ndmlich erstens den Abstand r € [0, 400 [ zum Null-
punkt und zweitens den Winkel ¢ € R, der die Strecke vom Nullpunkt zu (x, y)
mit der positiven Richtung der z-Achse einschlieit (s. Bild 8.10).

Der Zusammenhang zwischen beiden Darstellungen kann einfach beschrieben
werden:

T =7Ccosyp, Yy =rsingy,

r =22 +1y2, go:arctang.
x
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AR

(z,y)

N\

Bild 8.10: Polarkoordinaten

Inzwischen sind wir auch in der Lage zu untersuchen, an welchen Stellen
das eine ,erlaubte* Koordinatentransformation ist: An welchen Stellen ist die
Abbildung f : (r,¢) — (rcosp,rsinp) = (z,y) lokal invertierbar?

Das Ergebnis ist nicht besonders iiberraschend. Die Jacobimatrix von f ist

[ cosp —rsing
Jf(r’¢)_<sin¢ 7 COS Y >’

die Jacobideterminante dieser Abbildung bei (r, ¢) ist folglich gleich r. Das be-
deutet, dass Polarkoordinaten in allen Bereichen, die die Null nicht enthalten, im
Kleinen gleichberechtigt zu kartesischen Koordinaten verwendet werden diirfen.

Kugelkoordinaten

Unter Kugelkoordinaten versteht man die Darstellung eines Raumpunktes
(z,y,2) € R® durch eine Zahl r € [0, +oco [ und zwei Winkel ¢ € R und € R.
Die Bedeutung dieser drei Groflien kann der folgenden Zeichnung entnommen
werden:

(7, y,2)

- o (Z’, Y, O)

Bild 8.11: Kugelkoordinaten
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r bezeichnet den Abstand zum Nullpunkt, ¢ den Winkel zwischen der Pro-
jektion des Punktes auf die (z, y)-Ebene und der positiven Richtung der z-Achse
und 6 den Winkel, den die Verbindungsstrecke von 0 zu (x,y, z) mit der z-Achse
einschlieBt. In Formeln: Das Tripel (r, 6, ¢) wird in die kartesischen Koordinaten

f(r,0,0) := (rsinf cos p, rsinfsin g, rcost)

iibersetzt. (Um das einzusehen, ist nur elementare Trigonometrie anzuwenden.)
f hat die folgende Jacobimatrix:

sinfcosp rcosfcosy —rsinfsinp
Jp(r,0,0) = | sinflsing rcosfsing rsinfcosep ,
cosf —7rsinf 0

und daraus folgt durch eine kleine Rechnung — in der ausgiebig von der Identitéit
cos? + sin? = 1 Gebrauch gemacht wird —, dass det Jr(r,0,0) = 2 sin 6 gilt. Das
ist genau dann ungleich Null, wenn » > 0 und 6 kein Vielfaches von 7 ist, wenn
also der beschriebene Punkt nicht auf der z-Achse liegt.

Die gleiche Idee kann man verwenden, um ,,Kugelkoordinaten* auch in
mehr als drei Dimensionen zu definieren. Fiir vier Dimensionen etwa
braucht man ein r > 0 (den Abstand zum Nullpunkt) und drei Win-
kel 1,0, p. Ist dann ein Punkt gegeben, so bezeichnet 1) den Winkel der
Verbindungsgeraden von 0 zu diesem Punkt mit der w-Achse. Er wird
in die (z,y, z)-Hyperebene projiziert, und diese Projektion wird in dreidi-
mensionalen Kugelkoordinaten dargestellt. Wenn man diese Idee ausfiihrt,
ergibt sich die folgende Formel fiir die Transformation:

rsin 1 sin 6 cos @
rsin sin € sin ¢
rsin 1 cos 0
7 COS P

fr,0,0) =

Zylinderkoordinaten

Bei dieser Koordinatentransformation werden die Punkte (z,y,2) des R3
durch zwei Zahlen R € [0,400], z € R und einen Winkel ¢ € R dargestellt
(siehe Bild 8.12):

R ist der Abstand der Projektion auf die (x,y)-Ebene zum Nullpunkt (al-
so R = /22 4+ y?, der Winkel ¢ hat die gleiche Bedeutung wie bei den Ku-
gelkoordinaten und z ist einfach die z-Komponente von (z,y,z). In Formeln
aufgeschrieben bedeutet das

f(R,¢,2) = (Rcosp, Rsingp, z),
und das fithrt zur Jacobimatrix

cosp —Rsing 0
Ji(R,p,z)=| sinp Rcosep 0
0 0 1
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Die Jacobideterminante bei (R, ¢, z) hat folglich den Wert R, d.h.: Alle Punk-
te, die nicht auf der z-Achse liegen, kénnen lokal durch Zylinderkoordinaten

beschrieben werden.

z
4

(z,y,2)

e (2,y,0)

Bild 8.12: Zylinderkoordinaten

Und wozu? Wie schon gesagt, kann man bei der richtigen Wahl des Koor-
dinatensystems auf eine besonders einfache Darstellung des gerade behandelten
Problems hoffen. Hier einige Beispiele:

e Die Oberfliche der Kugel mit dem Radius ry wird in kartesischen Koor-

dinaten durch
{(.Z‘,y,Z) | \% x? +y2 +22 = TO}
beschrieben. In Kugelkoordinaten hétte man die Darstellung
{(7"7 ®, 9) | r= 710}
wéhlen konnen.

e Bewegt sich ein Spaziergénger in der Ebene mit konstanter Geschwindig-
keit auf dem Kreis mit dem Radius ro entgegen dem Uhrzeigersinn, so
ist seine Position zur Zeit ¢ in kartesischen Koordinaten durch den Vek-
tor (rgcosat, rgsin at) gegeben. In Polarkoordinaten ist es einfacher: Die
Position zur Zeit t ist (rq, at).

e Mal angenommen, ein Teilchen bewegt sich spiralférmig um die z-Achse
auf einer Schraubenlinie nach oben. In kartesischen Koordinaten erfordert
die Beschreibung die schwerfillige Darstellung

t +— (rgcosat,rgsinat, Gt),
in Zylinderkoordinaten kann man die dquivalente Darstellung
t— (7‘07 Oét, ﬂt)

wihlen.
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Das Thema ist als Anwendung des Satzes von der inversen Abbildung hier
aufgenommen worden: Mit diesem Satz kann man bemerkenswert einfach fest-
stellen, an welchen Stellen eine Koordinatentransformation zuldssig ist, man
braucht nur die Jacobideterminante zu untersuchen.

‘ Transformation von Differentialgleichungen

Man kann das Problem, eine Stammfunktion zu einer vorgegebenen Funk-
tion f zu finden, als Frage nach der Losung der Differentialgleichung ' = f
auffassen. Zu Beginn dieses Abschnitts wurde bemerkt, dass die Integration
durch Substitution nichts weiter ist als der Versuch, dieses Problem durch eine
Koordinatentransformation in ein einfacheres zu verwandeln und dadurch zu
16sen.

Die gleiche Technik kann auch fir allgemeinere Differentialausdriicke nutz-
bar gemacht werden. Dazu sei eine Funktion f gegeben, sie wird wie zu Beginn
dieses Abschnitts mit Hilfe zweier Funktionen ¢ und % in eine Funktion F' trans-
formiert: F' = ¢ o f o . Es wird also in z-Richtung gemifl ¢ und in y-Richtung
geméf 1) verzerrt.

Aufgrund der Kettenregel ist F'(t) = ¢'(f o (1)) f'(¢(t))¢'(t), und man
kann hoffen, dass bei richtiger Wahl von ¢ und ¢ aus komplizierten Differenti-
algleichungen fiir f einfache Differentialgleichungen fiir ' werden. Und ist erst
einmal F' bekannt, erhélt man durch Riicktransformation auch eine Formel fiir f.

Beispiele:

1. Es soll f/(z) = f(x)/(BW) gelost werden. Wir setzen ¢(t) = t3, eine
Transformation in Richtung der y-Achse wird hier nicht benétigt. Dann ist
F(t) = (fop)(t) = f(t°), also F'(t) = f'(t*)3¢".

Folglich ist f(x) = f(z)/(3V/x2) gleichwertig zu F'(t) = F(t). (Wir haben
dabei ¢ durch ¢z substituiert, in f/(z) = f(x)/(SW) also jedes x durch ¢
ersetzt: Dadurch wird die Differentialgleichung wirklich zu F’(t) = F(t).) Daher
wissen wir, dass F(t) = ce' ist, dabei ist ¢ eine Konstante. Fiir f bedeutet das

flz) = ceV7.

2. Diesmal soll in y-Richtung verzerrt werden. Wir gehen von der Differential-
gleichung f’(z) = tan f(z) = sin f(z)/ cos f(x) aus. Die Wahl von ¢ (y) = siny
fithrt auf F'(z) = sin f(x) und folglich zu F'(x) = f'(z) cos f(z).

Damit ist f'(x) = tan f(z) gleichwertig zu F’(x) = F(x). Notwendig ist also
F(z) = ce®, also f(x) = arcsin(ce”).

Dieses ,,Umsteigen® auf neue Variablen ist auch bei partiellen Ableitungen
und auch bei hoheren Ableitungen moglich. Das soll am Fall der Polarkoordi-
naten an einem Beispiel dargestellt werden:

Satz 8.7.1. Sei f : R?2 — R cine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Mit
fp bezeichnen wir die in Polarkoordinaten dargestellte Funktion f, d.h. es ist
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fp(r,p) = f(rcosp,rsing). Dann gilt
>*f  0°f . D*fp  19fp 1 9%fp
<5;§ +'5§§)(TCOS¢7TSH1@)-— ( 72 T o T2 3,2 )(T7¢%

in Kurzfassung®) wird das als

orf o f o 1of 1 9%f
0x2 " Oyz  or2  ror  r2op?

notiert.

Beweis: Dazu ist eine etwas ldngliche Rechnung durchzufiihren, sie beginnt mit
einer Anwendung der Kettenregel, die zu

8£(7" ) = 8—f(rcosgo rsing) cos @ + g(rcosgp rsin ) sin @
or "\’ Ox ' Oy ’

fithrt. Etwas kiirzer wird das als

o _0f L Of
or or ‘¥ Jy v

notiert, entsprechend sind auch die folgenden Rechnungen zu verstehen.
Nun wird noch einmal die Kettenregel angewandt, man erhilt

Pfe _ (Pf O
a2 922 COSP T o oy sin | cos ¢

+ o1 cos ¢ + 82—fsin sin
0xdy v oy? v v

Ganz entsprechend sind die erste und die zweite partielle Ableitung von fp nach
¢ auszurechnen. Und wenn man dann

Ofp  10fp 1 0%fp
(87"2 +r or +r_28<p2)(r’<p)

mit den so berechneten Ausdriicken darstellt, stellt man fest, dass alle Faktoren
bei den r und ¢ verschwinden; hier wird die Identitét cos? p+sin? ¢ = 1 wichtig.
Ubrig bleibt nur 92 f/dz% + 0% f /0y?, und damit ist die Behauptung bewiesen.
O
. 0? P

Bemerkung: Der im Satz stehende Ausdruck 922 + Tl wird auch als Af
geschrieben. Der Differentialoperator A (,,Delta“) spielt eine wichtige Rolle. Er
wird der Laplaceoperator genannt, man kann ihn fiir beliebig viele Dimensionen

durch T T

Af=2 . 27

! dz? Tt o

n

45) . die beim ersten Kennenlernen ziemlich irritierend ist.
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erkliren.

Eine besondere Rolle spielen Funktionen f mit Af = 0, sie heiflen harmoni-
sche Funktionen. (Solche Funktionen treten in den Anwendungen hiufig auf. Ist
zum Beispiel ein Korper im Temperatur-Gleichgewicht — wie etwa ein Herd, in
dem die Weihnachtsgans gebraten wird — so ist die Temperatur als Funktion des
Ortes einen harmonische Funktion.) Um sie besser behandeln zu kénnen, muss
man A in verschiedenen Koordinatensystemen darstellen, fiir Polarkoordinaten
steht das Ergebnis im vorigen Satz.

Eine typische Anwendung des Ergebnisses konnte so aussehen:

Man bestimme alle harmonischen Funktionen auf dem R2, die nur
von r abhéingen, also alle derartigen Funktionen, die sich in der Form

f (/22 + y?) schreiben lassen.

Nach Ubergang zu Polarkoordinaten ist dieses Problem leicht zu lésen. Man
muss fp(r, ) so finden, dass fp erstens nur von r abhiingt und zweitens A fp
verschwindet.

Es ist also fp(r,¢) = A(r) fir eine geeignete Funktion A, und es muss
A"+ A’ Jr = 0 gelten. Das folgt aus dem vorigen Satz, die partiellen Ableitungen
von fp nach r sind die gew6hnlichen Ableitungen von A. Mit den in Abschnitt
4.6 entwickelten Methoden® folgt, dass A(r) = B+ alogr mit o, 3 € R gelten
muss.

Damit ist gezeigt: Die einzigen rotationssymmetrischen harmonischen Funktio-
nen auf R? sind die, die in jeder Richtung wie 3+« log r wachsen. In kartesischen
Koordinaten sind das die Funktionen 8 + « log(\/x2 +y?).

8.8 Der Satz iiber implizite Funktionen

In diesem Abschnitt geht es um das Auflosen von Gleichungen. Zuerst betrach-
ten wir ein Beispiel aus der Schulmathematik: Die Gleichung 2z+y—12 = 0 kann
nach y aufgelost werden, und dann kann man y als Funktion von x auffassen. Es
ist dann y = —2x + 12. Allgemein kann man sich fragen, ob eine Gleichung der
Form f(x,y) = 0 Anlass dazu gibt, y als Funktion von x zu definieren. Immer
geht das sicher nicht:

1. Die Gleichung z? + y?> = —1 hat in R? iiberhaupt keine Losung. Eine
Mindestvoraussetzung wird also sein, dass es dberhaupt Losungen gibt.

2. Im Fall der Gleichung x2 +y? = 0 gibt es zwar die Losung (20, yo) = (0, 0).
Es ist aber nicht moglich, die Gleichung zu einer Definition einer Funktion
zu verwenden, die auf einer Umgebung von x( definiert ist.

3. Bei 22 +y? = 1 tauchen zwei neue Phdnomene auf. Erstens gibt es mehrere
Moglichkeiten, die Gleichung als Definitionsgleichung fiir y aufzufassen,

46) Die muss man in zwei Stufen anwenden. Man setze zunéichst B := A’, dann soll B’ = —B/r
gelten. Notwendig ist dann B(r) = a/r. Fiir A bedeutet das A(r) = 8 + alogr.
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nidmlich y = v1 — 22 und y = —v/1 — 22. Und zweitens sind diese beiden
Losungen nur auf [ —1,1] definiert. Fiir den Punkt zg = 1 z.B. ist es nicht
moglich, eine Losung auf einem Intervall [29 — &, 29 + €] zu finden.

Wenn man nur Situationen betrachten mochte, bei denen die eben beschriebenen
Schwierigkeiten nicht auftreten, so gelangt man zu dem folgenden Problem:

Sei U eine Teilmenge des R?, f : R? — R eine Funktion und
(z0,%0) € U ein Punkt mit f(zo,y0) = 0. Gibt es dann eine auf
einem Intervall I. = [z¢ — &, 20 + €] definierte reellwertige Funkti-
on ¢, so dass erstens ¢(z9) = yo und zweitens f(z,p(x)) = 0 fiir
alle x € I, gilt?

In diesem Fall wird man sagen, dass die Gleichung f(x,y) = 0 bei
(z0,y0) nach y auflésbar ist. Man kann dann y als die durch ¢ dar-
gestellte Funktion auffassen.

Die vorstehenden Uberlegungen zeigen, dass im Fall flr,y) = 22 + 92 -1
Auflosbarkeit genau fiir diejenigen (29,%0) mit 23 + y2 = 1 und 29 € | —-1,1]
garantiert werden kann. Die Funktion ¢ ist dann v/1 — 22 im Fall 59 > 0 und
—v1 — 22 im Fall yg < 0.

Woran liegt das? Wie kann man Auflosbarkeit im allgemeinen Fall schnell
nachpriifen? Damit werden wir uns in diesem Abschnitt beschéftigen. Zuerst
wird der Fall betrachtet, in dem eine Gleichung der Form f(z1,...,2,,y) =0
,hach y aufgelost werden kann, bisher hatten wir nur den Fall n = 1 behandelt.
Mit dhnlichen Methoden kann dann auch noch eine wesentlich allgemeinere Si-
tuation untersucht werden: Wann ist, fiir eine Funktion f : R"™™ — R™ die
Vektorgleichung f(z1,...,Zn, 41, ,Ym) = 0 nach y1, ...,y auflosbar?

Als Beispiel denke man an das Problem, die Gleichungen
y1+y2+x1—1=0, y1 —y2 + 221 — z12223 =0

nach yi1,y2 aufzulosen. Es fithrt, wenn man die vorstehenden Bezeich-
nungsweisen verwendet, zur Vektorgleichung

y1+y2+x1 —1 ):0

f($1,$2,x3,y1,y2) = ( Y1 — Yo + 221 — 170273

In diesem Fall ist die Losung einfach: Mit elementaren Gleichungsumfor-
mungen gelangt man zu

—3r1+ 14 x12273 x1+1— 212203
1 = 2 y Y2 = 2 )

und das gilt fiir alle z1, 22, z3 € R3.

Es werden sich einfache Charakterisierungen ergeben, der Satz von der inversen
Abbildung wird eine wesentliche Rolle spielen.
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Definition 8.8.1. Sei U C R"*! offen und f : U — R eine stetig differenzier-
bare Funktion. Weiter sei (9050), e ,x%0)7y(0)) ein Punkt aus U mit

f(-TgO), e angO):y(O)) =0.

Wir sagen, dass y bei (x§°),...,x£?),y<0>) implizit definiert ist, wenn es eine

offene Umgebung V' C R™ von (:cgo), R xé‘”) und eine Funktion ¢ : V — R so
gibt, dass gilt:

(i) Fir alle (z1,...,2,) €V gehort (x1,...,2n, (x1,...,2,)) 2uU.

(ii) Stets ist f(x1,...,an, 0(x1,...,2y)) = 0.
Es folgt das erste Hauptergebnis:

Satz 8.8.2. (Satz tber implizite Funktionen) Es seien U, f und ein Punkt
(;rgo), e 7;r,(10>, y(o)) wie in der vorstehenden Definition gegeben. Falls dann

of

qilt, so ist y bei (x§°>, e ,:L‘?(lo), y(o)) implizit definiert.

Beweis: Das Problem kann doch so uminterpretiert werden: Die Kenntnis von
Z1y.. ., xn und f(zy,...,2,,y) soll ausreichen, Aussagen iiber y zu machen.
Wenn man den Satz von der inversen Abbildung einsetzen will, ist es daher
nahe liegend, die durch F(z1,...,z,,y) := (zl, cos Ty f(T1, -0 X, y)) von U
nach R"*! definierte Funktion zu betrachten.

F ist auf U differenzierbar, denn die partiellen Ableitungen existieren und
sind stetig: Fiir die ersten n Variablen ist das klar, fiir die letzte folgt es aus
der vorausgesetzten stetigen Differenzierbarkeit von f. Die Funktion F' hat eine

bemerkenswert einfache Jacobimatrix Jg(z1, ..., %y, y), sie ist gleich
1 0 e 0 0
0 1 e 0 0
: : : : (1, 0, y).
0 0 N 1 0
of/0xy Of/0xy ... Of/0x, Of/0y

Wegen dieser einfachen Form ist die Jacobideterminante leicht auszurechnen®”):

of
det Jp(z1,... 70, y) = a—y(wh e Ty Y);
die Voraussetzung garantiert, dass sie bei (xﬁ"), e ,xﬁo), y(o)) nicht Null ist.

47)Man muss ausnutzen, dass fiir Matrizen, bei denen oberhalb der Hauptdiagonalen alle
Eintriage Null sind, die Determinante das Produkt der Elemente auf der Hauptdiagonalen ist.
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Aufgrund des Satzes von der inversen Abbildung gibt es dann eine offene
Umgebung Uy von (x§°)7 e ,:r,(qo)7y(0>), auf der F invertierbar ist: Man kann
eine offene Menge Vo € R™! so finden, dass F eine Bijektion von Uy nach V;
und F~1: Vy — Uy stetig differenzierbar ist.

Uberraschenderweise sind wir im Wesentlichen schon fertig, man muss nur noch
V und ¢ mit Hilfe von Vg und F~! richtig definieren.

1. Definition von V: Wir setzen V := {(z1,...,xy) | (z1,...,2n,0) € Vi}. Die-
se Menge kann man als ®~1(14) schreiben, wobei ® : R* — R"*! die stetige
Abbildung (x1,...,2,) — (21,...,2,,0) ist. Deswegen ist V offen, und we-
gen f(acgo), o x£?), y @) =0 ist F(ac§0), . ,xﬁlo),y<0>) = (gcgo), ozt 0), d.h.
(x§°>, . 7;r,(10)) eV.

2. Definition von : Sei ¥ : R"*! — R die Projektion auf die letzte Kompo-
nente, d.h. ¥(z1,...,2p41) = Tpy1. Wir erkliren ¢ : V — R durch

(p(xlw < axn) = w(Fil(‘rla s 7xn70))'

¢ ist dann wohldefiniert, denn F~! ist auf Vj erklirt.

3. @ hat die geforderten Figenschaften: Zunichst ist klar, dass ¢ als Kompo-
sition der stetig differenzierbaren Abbildungen ®, F~! und 1 ebenfalls stetig
differenzierbar ist.

Sei nun x := (x1,...,x,) € V, wir betrachten den Vektor ®(z) = (21, ..., 2,,0).
Esist F~!(®(z)) in Uy, wir schreiben F~1(®(x)) als (2},..., 20, o(z1,...,2n))
Wenn wir darauf F' anwenden, gilt einerseits wegen der Definition von F':

F(Fﬁl(@(z))) = (2, @, f(ay, .. o, (21, an))).

Andererseits kommt wegen F o F~! =1d der Vektor ®(z) heraus. Ein Vergleich

der Komponenten zeigt, dass notwendig (x1,...,2,) = (,...,z)) und damit
auch f(xl, ey Ty (X1, 7mn)) = 0 gelten muss.
Damit ist der Satz iiber implizite Funktionen vollstéindig bewiesen. O

Bemerkungen und Beispiele:

1. Ist f(z,y) = 2*4y>—1,so folgt (9 f/dy)(x,y) = 2y. Die Bedingung des Satzes
ist also genau dann erfiillt, wenn y # 0 gilt. Anders ausgedriickt: Ist (xo, yo) mit
23 +y2 = 1 gegeben, so garantiert der Satz iiber implizite Funktionen genau fiir
die yo # 0, dass man f in einer Umgebung von xg nach y auflosen kann. Das
kann man in diesem einfachen Fall natiirlich auch direkt sehen (vgl. Bild 8.13).

2. Kann man y + 1 = cosy + ay in der Nahe von z¢p = yp = 0 nach y auflosen?
Wir setzen f(z,y) := y + 1 — cosy — xy, die vorstehende Bedingung ist dann
dquivalent zu f(z,y) = 0.

Da f(0,0) = 0 gilt, muss nur die Funktion df/0y =1 —siny — x bei y =0
ausgewertet werden. Es kommt 1 heraus, aufgrund des Satzes gibt es also eine auf
einem Intervall | —¢, ¢ [ definierte Funktion ¢, so dass ¢ stetig differenzierbar ist
und die Bedingungen ¢(0) = 0 und ¢(z)+1 = cos p(z)+x¢(z) (allex € | —e,e])
erfiillt sind.
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AR

Bild 8.13: f ist genau dann nach y auflésbar, wenn yo # 0 gilt

3. Hier noch ein Beispiel, bei dem die Losungsfunktion von mehreren Veranderli-
chen abhingt: Wo wird durch f(z1,z2,y) := y?+x1y+22 = 0 das y als Funktion
von x1, xo implizit definiert? Da (6f/8y) (z1,22,y) = 2y + x1 ist, folgt aus dem
Satz, dass das fiir y # x1/2 geht*®).

Das ist iibrigens die gute alte quadratische Gleichung x> + px + ¢ = 0 in
Verkleidung. Es ging um die Frage, wie man die Losungen als Funktion
der Koeffizienten schreiben kann. Die Antwort ist allgemein bekannt, jeder
Schiiler hat einmal die p-g-Formel kennen gelernt.

Die Verkleidung wurde gewéhlt, um Verwirrungen zu vermeiden: Das ,;y*
des Satzes iiber implizite Funktionen ist das ,z“ der quadratischen Glei-
chung, und dass hier p und ¢ wie 1 und z2 zu behandeln sind, ist ebenfalls
gewOhnungsbediirftig.

4. Der Satz von der inversen Abbildung spielt auch eine wichtige Rolle fiir die
Theorie der Differentialgleichungen. Um das einzusehen, soll zuerst an die Ergeb-
nisse von Abschnitt 7.6 erinnert werden: Danach kann man die Existenz und Ein-
deutigkeit fiir Differentialgleichungsprobleme des Typs ' = f(z,v), y(xo) = o,
in gewissen Féllen garantieren.

Die Theorie steht auch dann zur Verfiigung, wenn z.B. die Differentialglei-
chung 3y" = 4xy+y’ behandelt werden soll, denn sie ist — nach Auflésen nach y' —
gleichwertig zu 3y’ = 2zy. Was aber ist zum Beispiel mit 4zy’ —2e*Y = (y')sfoy’
bei (x0,y0) = (1,0)? Man sieht schnell, dass (x,y,y') = (1,0, 2) diese Gleichung

48) Etwas ausfiihrlicher:
Sind 1:10),57020 und y(©) drei Zahlen mit 3(® #* :rgo)/2 und (y(o))2+:rgo>y(0) +w;0) =0, so gibt
es eine Umgebung V' von (1(10), xéo)) und eine Funktion ¢ : V' — R mit gp(xgo),xéo)) =y
und (cp(xl,xz))2 +z1p(z1,22) + x2 = 0 fiir die (z1,22) € V.
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16st. Kann nach 3" aufgelost werden? Dazu ist 4xy’ — 2e*Y — (y')3 + 2%y’ partiell
nach y’ abzuleiten, und dann ist (z,y,y’) = (1,0,2) einzusetzen: Die partielle
Ableitung ist 4z — 3(y')2 + 22, bei (1,0,2) ist diese Funktion gleich —7.

Deswegen gibt es nach Satz 8.8.2 eine auf einer Umgebung von (1,0) de-
finierte Funktion ¢, so dass die Ausgangs-Differentialgleichung gleichwertig zu
y' = p(z,y) ist. Und folglich stehen fiir das vermeintlich véllig andere Problem
alle Ergebnisse zur Verfiigung, die fiir 4/ = f(z,y) hergeleitet wurden.

Diese Anwendung des Satzes war schwieriger als die anderen. Erstens
musste man in Gedanken die Variablen z,y,y’ des Problems in 1, z2,y
iibersetzen, um den Satz mit den dort eingefithrten Bezeichnungen anwen-
den zu konnen.

Und zweitens durfte man sich nicht von den verschiedenen Bedeutungen
von y und y’ verwirren lassen. In der Theorie der Differentialgleichungen
sind es eine Funktion und die zugehorige Ableitung, hier bei der Anwen-
dung von Satz 8.8.2 sind es ganz gewohnliche Variable.

Die gleichen Ideen fithren zum Ziel, wenn m Gleichungen dazu verwendet
werden sollen, m Variable als Funktionen der restlichen darzustellen. Die bishe-
rigen Uberlegungen entsprechen dem Spezialfall m = 1.

Definition 8.8.3. Sei U C R"™™ offen und f : U — R™ eine stetig diffe-
renzierbare Funktion. Weiter set (x§0>7 e ,x%o), y%o), .. ,yﬁ,?) ein Punkt aus U
mit

f(xgo)7 . ,:cglo),ygo), ... 73/7(2)) =0.

Wir sagen, dass dieyy, . . ., ym bei (x§°>, . ,x%o) , y§0)7 e ,yﬁ,?)) implizit definiert
sind, wenn es eine offene Umgebung V. C R™ won (x§°>, . 7x§10>) und eine

Funktion ¢ : V. — R™ so gibt, dass gilt:
(i) Fir alle (x1,...,2,) €V gehort (x1,...,xn, o(x1,...,2,)) 2u U.

(ii) Stets ist f(zl,...,$n,tp(x1,...,1:n)) =0.

Satz 8.8.4. Es scien U, f und (wgo), . ,xslo),yio)7 ) ..,yg,?)) wie vorstehend. S_atz -iil.)er
Man definiere die relative Jacobimatrix Jy., durch lml,)hmte
' Funktionen (2)
8f1/5'y1 e (9f1/8ym
Ty = f :
Ofm/0y1 ... Ofm/Oym

Es handelt sich also um die Matriz der partiellen Ableitungen der Komponen-
tenfunktionen nach denjenigen Variablen, nach denen aufgeldst werden soll.
Jp,y ist damit eine Matriz von Funktionen.

Wenn man da fir die Variablen (Jc:(lo), R x&o),ygo), R yﬁ,?)) einsetzt, entsteht
eine (m xm)-Matriz. Ist ihre Determinante ungleich Null, so sind die yi, .. ., Ym

bei (:cgo), R xﬁi’), y%o), e ,y,(fi)) implizit durch die x4, ..., x, definiert.
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Beweis: Der Beweis ist ganz dhnlich wie der von Satz 8.8.2, er beginnt mit der
Definition einer Abbildung F : U — R®*™. Diese Funktion wird durch

F(w17~~'7x7l7y17"'7ym) = (xly-~-axm7f(1’17-~-a$n,y17---7ym))

erklirt. Die Jacobimatrix von F ist eine ((n+m)x (n+m))-Matrix, die ersten n
Eintrége auf der Hauptdiagonalen sind Einsen, unten rechts steht Jy.,, und alle
anderen Matrixelemente sind Null. Folglich ist die Jacobideterminante an der
Stelle (m§0)7 ceey m%o)’ygo)’ e 7y,(7?)) von Null verschieden, die Determinante von

Jp ist ndmlich die Determinante des rechts unten stehenden (m x m)-Blocks.

Wir kénnen also den Satz von der inversen Abbildung fiir /' anwenden, die
weiteren Schritte sind vollig analog zum Fall m = 1. O

Bemerkungen und Beispiele:

1. Man betrachte das System & — 41 +y2 = 0, 22 +y? + y2 = 1. Im (z, y1, yo)-
Koordinatensystem beschreiben die Gleichungen den Schnitt einer Ebene mit
einer Kugeloberflache. Folglich wird eine Kurve K herauskommen. Kann die als
Funktion = — (y1,y2) parametrisiert werden?

Um das zu entscheiden, betrachten wir Jy,, fiir den vorliegenden Fall, es ist

die Matrix
-1 1
Jry = .
fiy ( 21 2us )

Die Determinante ist gleich —2(ys + y1), es folgt also: Wenn ein Punkt auf K,
aber nicht in der Ebene {(z,y,—y) | ,y € R} liegt, konnen die y-Koordinaten
in der Nahe des Punktes als Funktion von z dargestellt werden.

2. Die Jacobimatrix von F~! ist doch das Inverse der Jacobimatrix von F. In
Jr stehen die partiellen Ableitungen von f, aus Jp-: kann man die partiellen
Ableitungen von ¢ ablesen. Und da fiir eine quadratische Matrix beim Ubergang
von A zu A™! nur die elementaren algebraischen Operationen (+, -, usw.)
vorkommen, folgt: Sind alle partiellen Ableitungen von f sogar k-mal stetig
differenzierbar, so gilt das auch fiir .

8.9 Extremwerte mit Nebenbedingungen

Differentialrechnung ist sehr gut dazu geeignet, lokale Extremwerte von differen-
zierbaren Funktionen f zu finden, die auf offenen Mengen definiert sind. Man
muss nur den Gradienten ausrechnen und das Gleichungssystem grad f = 0
16sen.

Diese Technik versagt aber, wenn der Definitionsbereich von f kein Inneres
hat: Wie kénnte man zum Beispiel den Maximalwert von f(x,y, z) = 2% — 4ayz
auf der Kugeloberfliche {(z,y,2) | 22 + y* + 2% = 1} finden? Das ist mit den
bisher entwickelten Methoden nicht méglich, in diesem Abschnitt werden wir
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aber mit den Lagrange*?) -Multiplikatoren ein Beweisverfahren kennen lernen,
das meist zum Ziel fiihrt.

Mit etwas Gliick konnen Probleme, bei denen der Definitionsbereich von f
eigentlich ,,zu klein“ ist, auf Probleme mit offenem Definitionsbereich zuriick-
gefithrt werden. Zur Illustration betrachten wir den folgenden Klassiker:

U € R sei vorgegeben. Man finde ein Rechteck mit Umfang U, so
dass der Fliacheninhalt maximal ist.

JOSEPH Louils

Das ist doch das Problem, fiir die auf LAGRANGE
1736 — 1813

S:={(z,y) | 2,y >0, 22 +2y = U}

durch f(x,y) = 2y definierte Funktion ein Maximum zu finden. Da S im R2
kein Inneres hat, reicht es nicht, den Gradienten von f auszurechnen und das
Gleichungssystem grad f = 0 zu 16sen®®. Schon in der Schule lernt man aber ein
Verfahren kennen, das zum Ziel fithrt. Man benutzt den bekannten Zusammen-
hang zwischen z, y und U, also die Gleichung 2x + 2y = U, um eine Variable
durch die andere auszudriicken: y = (U —2x)/2. Wenn man y dann in f einsetzt,
ergibt sich die Funktion x(U — 2x)/2, fiir die mit eindimensionaler Differential-
rechnung die Losung @ = y = U/4 schnell gefunden wird.

Die Idee, die zum Ziel fiithrte, bestand darin, die den Definitionsbereich be-
schreibende Gleichung zum Eliminieren einer Variablen zu verwenden. Technisch
lauft das darauf hinaus, eine Variable als durch diese Gleichung implizit defi-
niert aufzufassen. Im vorigen Abschnitt haben wir Ergebnisse kennen gelernt,
durch die garantiert werden kann, dass eine solche Auflosung moglich ist.

Man wird mit der theoretischen Auflsbarkeit aber nicht viel anfangen kon-
nen, wenn die auftretenden Funktionen nicht explizit vorliegen oder zu kompli-
ziert sind. Deswegen ist es wichtig, auch andere Moglichkeiten zur Verfiigung zu
haben.

Wir beginnen mit einer Prézisierung des Problems. Gegeben sind eine offene
Teilmenge U des R™ und stetig differenzierbare Funktionen f,F : U — R.
Die Funktion F' dient nur dazu, den Bereich festzulegen, auf dem wir f néher
untersuchen wollen: Es soll S := {x | z € U, F(z) = 0} sein, und wir wollen
(lokale und globale) Extremwerte von f auf S finden.

Man nennt die Bedingung F'(x) = 0 auch eine Nebenbedingung, die Gesamt-
heit der x, die diese Bedingung erfiillen (also die Menge S) kann man sich als
Fliche im R™ vorstellen.

49) Lagrange arbeitete als Mitglied der Akademien der Wissenschaften in Berlin-Brandenburg
und Paris. Er veroffentlichte grundlegende Arbeiten zur Analysis (Restglied in der Taylorfor-
mel, Lagrange-Multiplikatoren), zur analytischen Mechanik und Himmelsmechanik sowie zur
Zahlentheorie.

50)Man wiirde (z,y) = (0,0) herausbekommen, das hilft einem bei der Beantwortung der
Frage nach dem Maximum von f auf S gar nichts.
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Im vorstehenden Beispiel war F(z,y) = 2z + 2y — U, die Menge S
ist dann eine Ebene. Falls F durch F(z,y, z) = 22 + 4% + 22 — 1 auf
dem R? definiert ist, wird S die Oberfliche der Einheitskugel im R3
sein.

Nun soll das Hauptergebnis vorbereitet werden, es beruht auf den folgenden
drei Beobachtungen:
Beobachtung 1: Sei xy € S. Wir betrachten ein ,,sehr kleines“ h, so dass der Vek-
tor xo + h ebenfalls zu S gehort. Einerseits ist dann F'(z9 + k) = 0, andererseits
gilt aufgrund der Differenzierbarkeit

F(zo+ h) = F(xg) + (h,grad F'(zo)) = (h, grad F(zo)).

Folglich sollte (h, grad F'(xo)) = 0 gelten. Das driickt man so aus, dass man sagt,
dass grad F'(zo) senkrecht auf S steht.

grad F(zg)

To
S zo+ h

Bild 8.14: Der Gradient von F steht senkrecht auf S

Beobachtung 2: Sei xyp € S. Dann gibt grad f(z¢) die Richtung an, in der f
am stérksten wichst. Im Allgemeinen wird das eine Richtung sein, die aus S
herausfiihrt.

Beobachtung 3: Wieder sei 2o € S. Dann steht also grad F'(x) senkrecht auf S,
und grad f(z) ist eine Richtung, in der f grofier wird. Mal angenommen, die
Vektoren grad F(xg) und grad f(xg) wéren nicht parallel. Die Situation wire
also so wie im nachstehenden Bild:

grad F'(xp) e - grad f(xo)

Bild 8.15: Die Projektion r

Bezeichnet man dann fiir ein , kleines“ £ mit r die ,, Projektion® von ¢ grad f(x¢)
auf S, so sollte gelten:
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o 1o+ r liegt in S.

e Esist f(zo+7r) =~ f(xo)+ (r,grad f(x¢)), denn r ist ,klein“ und f war als
differenzierbar vorausgesetzt.

e Der Winkel zwischen r und grad f(zo) ist spitz. Das liegt daran, dass r
senkrecht auf grad F'(zg) steht und grad f(z¢) und grad F'(z¢) nicht par-
allel sind.

Folglich ist (r, grad f(z¢)) > 0, und deswegen wird f(xo+7) > f(x0) sein.

Sind also grad F'(zo) und grad f(zo) nicht parallel, so sollte f bei z¢ kein lokales

Maximum haben. (Ubrigens auch kein lokales Minimum: Wenn man, mit den
vorstehenden Bezeichnungen, in Richtung —r geht, so wird f kleiner.)

Man kann die vorstehenden Beobachtungen so zusammenfassen:

Es ist zu erwarten, dass lokale Extremwerte von f auf S unter den-
jenigen Punkten zy € S zu finden sind, bei denen grad F'(z¢) und
grad f(zg) parallel sind, fiir die es also ein A\ mit der Eigenschaft
grad F(zg) = Agrad f(zo) gibt.

Das soll nun prizisiert werden. Als Erstes verlangen wir, dass auf S stets
grad F'(x) # 0 gelten soll. Erstens haben wir das in der Motivation stillschwei-
gend ausgenutzt, und zweitens kann S ohne eine derartige Bedingung sehr
merkwiirdig aussehen. (Zum Beispiel ist fiir F/ = 0 die Menge S der gan-
ze R™, und das ist sicher keine ,Fliche“. Aber auch F(z,y) = zy fiihrt zu
einem Gebilde, das nicht wie die vorher eingezeichneten Mengen S aussieht:
{(z,y) | F(x,y) = 0} ist in diesem Fall die Vereinigung von z- und y-Achse;
wirklich ist die Gradientenbedingung am Nullpunkt verletzt.)

In einem ersten Schritt untersuchen wir, was es genau bedeutet, dass der
Vektor grad F'(zo) auf S senkrecht steht. Man denkt dabei nur an die Punkte
»in der N#he“ von zg, und S wird dort durch eine (n — 1)-dimenionale Ebene,
die Tangentialebene, approximiert. Genauer:

Satz 8.9.1. Sei U C R" offen und F : U — R eine stetig differenzierbare
Funktion. Wir definieren S durch {z | x € U, F(x) = 0}, weiterhin sei o € S
mit grad F(xzo) # 0 vorgelegt.

(i) Sei ¢ eine auf einem Intervall | —e,e | definierte S-wertige Funktion. Es
soll p(0) = zg gelten, und ¢ sei differenzierbar®? .

Dann steht ¢’ (0) senkrecht auf grad F'(zo).

(i) Umgekehrt: Ist y € R™ ein Vektor mit (y,grad F(xo)) = 0, so gibt es ein
© wie in (i) mit ¢’(0) = y.

51)Man kann sich ¢ als ,,Spaziergang in S vorstellen, zur Zeit ¢t = 0 wird zo besucht. ¢’(0)
ist der Geschwindigkeitsvektor bei 0. Er misst, wie schnell und in welcher Richtung zo passiert
wird.

Beschreibung
der
Tangentialebene
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Damit ist Ty, S := {y | (y,grad F(zq)) = 0} die Menge der bei zg ausgewerteten
Geschwindigkeitsvektoren differenzierbarer Funktionen von (Teilmengen von) R
nach S. Aus diesem Grund heifit T,,,S der Tangentialraum von S bei zg 52)

Beweis: (i) Die durch ¢ : | —¢,e [ — R definierte Funktion 1 (t) = F(p(t)) ist
(da ¢ nach Voraussetzung S-wertig ist) konstant gleich 0, es ist also ¢'(t) = 0
fiir alle ¢.

Andererseits kann man die Ableitung auch nach der Kettenregel ausrechnen,
dabei ergibt sich (grad F'(¢(t)), ¢’ (t)). Durch Auswertung bei ¢ = 0 folgt die Be-
hauptung. (Die gleiche Schlussweise wurde iibrigens schon einmal in Bemerkung
3c) auf Seite 290 verwendet.)

(ii) Da grad F'(zo) nicht der Nullvektor ist, muss eine Komponente von Null
verschieden sein. Wir nehmen an, dass das die letzte ist: (0F/0x,,)(wo) # 0.
Aufgrund des Satzes iiber implizite Funktionen kénnen wir damit S in der Néhe
von zg als Graph einer Funktion in n—1 Verdnderlichen darstellen.

Genauer: Schreibt man zy = (xgo), . ,xSP)), so gibt es eine Umgebung V'
5?21) und eine stetig differenzierbare Funktion g : V. — R, so

dass erstens g(mgo), c 9051021) = 2 und zweitens

0
von (ng),...,m

(ml, cey Tpe1, 9T, . ‘,mn,l)) cs
fir die (z1,...,2n-1) € V gilt.
Nun betrachte man
G:V R, (#1,...,2n-1) — (21, ., &n_1,9(x1, ..., Tp1)).

Das ist eine stetig differenzierbare Abbildung von V' nach S, auf diese Weise
wird S als Graph von ¢ dargestellt. Die Jacobimatrix von G — das ist eine
(n x (n— 1))—Matrix — ist leicht zu berechnen, ihre konkrete Form wird gleich
wichtig werden:

1 0 0
0 1 0
JG(Q:Ia-'-»xn—l): . ! ($1,...,1’n_1).
0g/0xy 0g/0xe ... 0g/0Tn_1

Fiir z € R"~! definieren wir nun Kurven in S durch die folgende Vorschrift:
Wiéhle € > 0 so klein, dass die (xgo), . ,x(o) ) + tz fiir |t| < e zu V gehoren;

n—1

das geht, da V offen ist. Man definiere dann ¢, : | —¢,¢[ — S durch
. (t) = G((mgo), e ,xﬁf’ll) + tz).

Nun sind wir gleich fertig. Mit ®(z) € R™ bezeichnen wir die Ableitung
von ¢, bei 0. Wegen der Kettenregel kann dieser Vektor leicht ausgerechnet
werden, es ist ®(z) = Jz, wobei J die Jacobimatrix von G bei (:rgo), e )

rn—1
bezeichnet. Daraus schlief3en wir:

52) Manchmal wird auch die Menge {xo +y | y € Ti,} 50 genannt.
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e Die Abbildung z +— ®(z) = Jz ist eine lineare Abbildung von R"~! nach
R™.

Sie ist injektiv, denn J hat offensichtlich linear unabhéngige Spalten.
e Das Bild von J liegt in T3, S; das wurde in (i) bewiesen.

e Die Menge T, ist ein (n—1)-dimensionaler Unterraum des R™. Das liegt
daran, dass grad F'(z¢) # 0 gilt.

Zusammenfassung: ® ist eine injektive lineare Abbildung vom R™~! in den
(n—1)-dimensionalen Raum 7,5, sie ist folglich auch surjektiv. Das aber bedeu-
tet, dass alle y € T, S die Form ¢/, (0) haben, und das ist gerade die Behauptung
in Aussage (ii). O

Als letzte Vorbereitung zeigen wir ein elementares Ergebnis aus der Linearen
Algebra: ,Parallel“ kann auf ,steht senkrecht* zuriickgefiithrt werden.

Lemma 8.9.2. z und w seien Vektoren im R™, es sei w # 0. Dann sind dqui-
valent:

(i) z ist ein Vielfaches von w, d.h. fir ein geeignetes A € R ist x = lw.

(ii) x steht senkrecht auf allen y, auf denen w senkrecht steht. D.h.: Aus
(w,y) =0 folgt stets (x,y) = 0.

Beweis: Gilt x = \w, so ist die zweite Bedingung sicher erfiillt: Aus (w,y) =0
folgt
(z,y) = (Mw, y) = Mw,y) =0.

Nun gelte (ii), zur Abkiirzung setzen wir a := |jw||®. (0.B.d.A. ist diese Zahl
positiv. Andernfalls ist ndmlich w = 0, und dafiir ist die Implikation offensicht-
lich richtig.) Definiert man dann y := ax — (@, w)w, so ist

(y,w) = alz,w) — (z,w)(w,w) =0,

nach Annahme steht dann y auch senkrecht auf z. Es folgt

(y,y) = aly,z)—(z,w) (y,w)
—— ——
=0 =0

= 0.

Es ist also y = 0, folglich gilt az = (x, w)yw. Mit A := (z,w)/« zeigt das, dass
T = Aw. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die obigen Beobachtungen prézisieren:
Satz 8.9.3. (Extremwerte mit Nebenbedingungen)

Sei U C R™ offen, f,F : U — R seien stetig differenzierbare Funktionen; es
wird vorausgesetzt, dass grad F(x) # 0 fir alle x € U gilt.

Extremwerte mit
Nebenbedingungen



Lagrange-
Multiplikator

326 KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG IM R™

Ist dann xo ein lokaler Extremwert von f auf S := {x | F(x) = 0}, so gibt es
ein A € R mit

grad f(xg) = Agrad F'(zo).

A wird der zugehorige Lagrange-Multiplikator genannt.

Beweis: Wir wollen Lemma 8.9.2 anwenden und geben dazu ein y mit der
Eigenschaft (grad F'(zp),y) = 0 vor. Wegen Satz 8.9.1 kénnen wir y = ¢’(0)
schreiben, wobei ¢ : | —e,e[ — R eine differenzierbare Funktion mit ¢(0) = z¢
ist.

Wir betrachten fo . Fiir diese Funktion ist 0 ein lokaler Extremwert, denn
©(0) = xg ist relativer Extremwert von f. Also muss die Ableitung von f o ¢
bei 0 verschwinden. Diese Ableitung ist aber gleich

(#'(0), grad f(wo)) = (y, grad f(zo)).

Mit Lemma 8.9.2 folgt nun, dass grad f(zg) ein Vielfaches von grad F'(z() sein
muss. 0

Bemerkungen und Beispiele:

1. Die beim Losen von Extremwertaufgaben auftretende Vektorgleichung aus
Satz 8.9.3 (grad f(xg) = Agrad F(zp)) ist ein System von n Gleichungen fiir die
n + 1 Unbekannten, ndmlich fiir A und fiir die n Komponenten von xq:

grad f1(x1,...,2,) Agrad Fy(x1,...,2,)

grad fr(z1,...,2y) Agrad Fy (21, ..., @p).

Dazu kommt die Gleichung F(zp) = 0, man hat also insgesamt n + 1 Glei-
chungen mit n + 1 Unbekannten. Eine dieser Unbekannten, das A, ist in der
Regel uninteressant, man muss iiblicherweise nur die n Komponenten von zg
bestimmen.

2. Wir betrachten noch einmal das Problem: , Welches Rechteck gegebenen
Umfangs U hat maximalen Flidcheninhalt?“, diesmal soll es mit der Technik
der Lagrange-Multiplikatoren gelost werden. Es ist F'(z) = 2z + 2y — U und
f(z,y) = zy. Folglich ist das Gleichungssystem

grad f(z,y) = ( i > =A< g ) = \grad F(z,y)
unter der Nebenbedingung 2z + 2y — U = 0 zu l6sen:
y=2\ x =2\ 2x+2y—U=0.

Wieder folgt © =y = U/4, das (eher uninteressante) \ ist gleich U/8.
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3. Sind mehrere Bedingungen zu beriicksichtigen, so gilt: Jede Nebenbedingung
vermindert die Dimension um Eins. Ist also U C R™ offen und sind stetig diffe-
renzierbare Funktionen Fy, ..., Fy : U — R gegeben, so ist

S:={x|zeU, Fi(z)="---= Fy(z) =0}

eine Teilmenge mit n — k ,,Dimensionen®. (Das muss hier etwas vage bleiben,
Einzelheiten lernt man in hoheren Analysisvorlesungen kennen.) Ist zum Beispiel
n =3, soist S im Fall k =1 eine Fliche und im Fall k = 2 eine Kurve®.

Wir werden eine etwas technische Bedingung voraussetzen: Die Vektoren
grad Fy(x),. .., grad Fi(z) sollen fiir jedes x linear unabhingig sein. Dadurch
wird garantiert, dass jede Nebenbedingung wirklich wesentlich ist, man darf
zum Beispiel nicht Fy = F, setzen. Unter dieser Voraussetzung gilt dann in
Verallgemeinerung von Satz 8.9.3:

Es sei f: U — R stetig differenzierbar. Ist dann zg € S ein lokaler

Extremwert von f auf S, so gibt es Zahlen Aq,..., Ak, so dass
k
grad f(zo) = Y \i grad Fi(xo). (8.8)

i=1

Das bedeutet, dass man die lokalen Extremwerte auf S durch das Losen ei-
nes Systems von n + k Gleichungen mit n + & Unbekannten ermitteln kann: Die
Unbekannten sind die n Komponenten von g und die Ay, ..., A\x; die Gleichun-
gen sind die k Gleichungen F;(z9) =0 (i = 1,..., k) und die n Gleichungen der
Vektorgleichung in (8.8).

4. Mit Bemerkung 3 kann man nun streng und systematisch lokale Extremwerte
auf sehr allgemeinen Mengen ausrechnen. Als Beispiel betrachten wir eine stetig
differenzierbare Funktion f auf einem dreidimensionalen Wiirfel.

e Bestimme zunéchst alle Punkte im Innern des Wiirfels mit grad f(zo) = 0.

e Berechne dann die Extremwerte auf den Seitenflichen. Das im vorigen
Satz beschriebene Verfahren liefert die lokalen Extremwerte auf diesen
sechs Seitenfléchen, die allerdings ohne die Kanten des Wiirfels betrachtet
werden miissen.

e Dann kiimmert man sich um die Kanten (ohne die Endpunkte): Dazu
ist jede Kante durch zwei Nebenbedingungen (némlich als Schnitt zweier
Ebenen) darzustellen und das Ergebnis aus Bemerkung 3 anzuwenden.

e Es bleiben die acht Eckpunkte als Kandidaten fiir Maximum und Mi-
nimum. Die muss man einzeln behandeln, indem man dort den f-Wert
ausrechnet.

53) Genauer: Eine Kurve oder eine Vereinigung von Kurven.
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5. Wie kann man den kiirzesten Abstand vom Nullpunkt zur Hyperbel
H := {(z,y) | 2° + 8zy + Ty = 225}
bestimmen? Das ist ein Fall fiir Satz 8.9.3, wobei f(z,y) = 22 + y? und
F(x,y) = 2% + 8y + Ty* — 225

zu setzen sind®®.

Das Gleichungssystem grad f(z,y) = Agrad F(z,y), F(x,y) = 0 bedeutet
hier

20 = A2z +8y)
2y = A8z +14y)
0 = 2°48zy+ Ty? — 225.

Die ersten beiden Gleichungen haben nur fiir A = —1 und A = 1/9 eine von (0, 0)
verschiedene Losung. Im Fall A = —1 gibt es keine Tupel (z,y), fiir die alle drei
Gleichungen erfiillt sind, im Fall A\ = 1/9 ergibt sich die eindeutig bestimmte

Losung (v/5,v/20).

Das ist offensichtlich ein absolutes Minimum fiir das Ausgangsproblem, der

gesuchte minimale Abstand ist y/ \/52 + \/2—02 =5.

6. Es sollen die Extremwerte von f(z,y,2) = x + 2y auf der Kurve
S:={(z,y,2) | 2* +y*+*—1=a—y+2=0}

bestimmt werden (S ist der Schnitt der Einheitskugel mit einer Ebene.)
Wir setzen F(x,y,2) =22 +y? + 22 — 1 und Fy(z,y,2) = z — y + 2, wegen
Bemerkung 3 ist das Gleichungssystem

grad(z +2y) = Ay grad Fy + Aograd Fy, 22 + > + 22 — 1=z —y+2=0

nach x,y, z, A1, A2 aufzulésen. Ausgeschrieben heifit das:

1 = 2Mz+ Ao
2 = 2\y— As
0 = 2M\z+ X
0 = 224+9°+2%2-1
0 = z2—y+=z

Als Losung erhélt man die Werte

1 -1
(z,y,2) = E(4,5, 1), (z,y,2) = E(élj,l).

An diesen Punkten nimmt f das Maximum bzw. Minimum an, die Werte von

f sind dort gleich 14//42 bzw. —14//42.

59)Man beachte: Der Abstand ist genau dann minimal, wenn das Quadrat des Abstands
minimal ist. Mit dem Quadrat rechnet sich aber leichter, weil man Wurzeln vermeidet.
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8.10 Verstindnisfragen

Zu 8.1

Sachfragen

S1: Wie sind auf dem R" die Summe zweier Vektoren, das Produkt aus einem Vektor
mit einer Zahl und die (euklidische) Norm eines Vektors erklért?

S2: Was gilt fiir je zwei Normen auf dem R"?

S3: Was ist das Skalarprodukt zweier Vektoren des R", wie hingt es mit der Winkel-
messung zusammen?

S4: Welche konkrete Form haben alle linearen Abbildungen von R™ nach R?

S5: In welchem Sinn entsprechen die linearen Abbildungen von R™ nach R™ den
(m x n)-Matrizen?

S6: Was ist die Determinante einer quadratischen Matrix A, wie hingt diese Zahl
mit der Invertierbarkeit von A zusammen?

Methodenfragen

Ma1: Sicher Skalarprodukte, Matrizenprodukte und Determinanten ausrechnen kénnen.
(Jedenfalls dann, wenn die auftretenden Dimensionen ,klein“ sind.)

Zu 8.2

Sachfragen
S1: Was bedeutet fiir eine Abbildung f : R™ — R, dass f bei z¢ differenzierbar ist?

S2: Wie hingen Differenzierbarkeit und Stetigkeit zusammen?

S3: Welche Voraussetzung an die partiellen Ableitungen impliziert die Differenzier-
barkeit?

S4: Welche geometrische Interpretation hat der Gradient von f bei xq?

Methodenfragen
M1: Approximationsformeln fiir differenzierbare Abbildungen herleiten kénnen.
Zum Beispiel:

1. Approximieren Sie f(z,y) = ™Y bei (1,4) durch eine lineare Abbil-
dung. Welcher Naherungswert ergibt sich unter Verwendung dieser
Approximation fiir f(0.98,4.01)7 Vergleichen Sie mit dem exakten
Wert.

2. Sei n = 3 und f(z) = ||z||. Finden Sie eine lineare Néherung der
Norm in der Né&he von zo = (0,0, 1).

M2: Gradienten berechnen kénnen.
Zum Beispiel:

1. Was ist der Gradient von f(z,vy, z,w) = sin(zy?z*w?) bei (1,1,1,1)?
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2. Fiir welche (z,y) ist der Gradient von z%y? parallel zu (z,y)?

Zu 8.3

Sachfragen

S1: Was besagt der Satz von H.A. Schwarz?
S2: Was versteht man unter dem Nabla-Operator?

S3: Was besagt der Satz von Taylor fiir geniigend oft differenzierbare Funktionen von
R™ nach R?

S4: Wie lautet der Mittelwertsatz fiir Funktionen von R™ nach R?

S5: Was ist eine Richtungsableitung?

S6: Auf welchen Teilmengen des Definitionsbereichs kann man die Lipschitzeigen-
schaft differenzierbarer Abbildungen garantieren?

S7: Wie sind Polynome in mehreren Verdnderlichen definiert, wodurch kann man sie
charakterisieren?

Methodenfragen
M1: Den Satz von Taylor anwenden kénnen.
Zum Beispiel:
1. Bestimmen Sie eine Approximation zweiter Ordnung an die durch
f(z,y) = sin(z + 32°y?) definierte Funktion bei (1, 1).

2. Fiir die vorstehend definierte Funktion soll eine Fehlerabschatzung
fiir die lineare Approximation durchgefiihrt werden.

Zu 8.4

Sachfragen
S1: Was ist ein lokales Minimum bzw. ein lokales Maximum einer Funktion vom R"
nach R?

S2: Welches Gleichungssystem muss man l6sen, um solche lokalen Extremwerte zu
finden?

S3: Was ist eine positiv (bzw. negativ) definite (n x n)-Matrix?
S4: Wie kann man die Eigenschaft , positiv definit* durch Eigenwerte bzw. durch die
Auswertung geeigneter Determinanten charakterisieren?

S5: Was ist die Hessematrix einer R-wertigen Funktion auf dem R"?

S6: Was folgt, wenn der Gradient an einer Stelle z¢ im Innern des Definitionsbereichs
verschwindet und die Hessematrix positiv definit ist? Was gilt, wenn sie dort negativ
definit ist?

S7: Wie kann Konvexitét bei zweimal stetig differenzierbaren Funktionen durch die
Hessematrix charakterisiert werden?

Methodenfragen

M1: Nachweisen kénnen, dass eine vorgegebene Matrix positiv (oder negativ) definit
ist.
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Zum Beispiel: Fiir welche o € R sind die folgenden Matrizen positiv (bzw.
negativ) definit:

20 0 «
a 4 1 «
(—O{), ( ) s ( ) ’ 0 20 ?
4 2« a 1 0 1

«

M2: Extremwertaufgaben behandeln kénnen.
Zum Beispiel:

. 27 27 . .
1. An welcher Stelle wird e*” ~22T¥"~4*5 minimal?

2. Schreiben Sie die Zahl 10 so als a + b + ¢ mit positiven a, b, ¢, dass
a + b 4+ 2¢? minimal wird.

Zu 8.5

Sachfragen

S1: Wie ist Differenzierbarkeit fiir Funktionen von R™ nach R™ definiert?
S2: Nennen Sie ein hinreichendes Kriterium fiir Differenzierbarkeit.

S3: Was versteht man unter der Jacobimatrix einer differenzierbaren Abbildung an
einer Stelle zo?

S4: Was besagt die Kettenregel?

S5: Sind differenzierbare Funktionen immer stetig?

Methodenfragen
M1: Jacobimatrizen berechnen und damit Approximationsformeln herleiten kénnen.
Zum Beispiel:

1. Berechnen Sie die Jacobimatrix von f(z,y) = (2 4+ v*, 32%y, z) bei
(1,2) und leiten Sie daraus eine Néherungsformel fiir f in der Néhe
dieses Punktes her

2. Sei f:R™\ {0} — R" durch f(z) := z/||z| erklirt. Bestimmen Sie
die Jacobimatrix fiir eine beliebige Stelle x.
M2: Die Kettenregel anwenden kénnen.
Zum Beispiel:

1. Es seien f(z,y,2) =« +y + 2z und g(t) = (t,t,%,t*). Berechnen Sie
die Ableitung von fog:R — R mit Hilfe der Kettenregel.

2. Formulieren Sie eine Kettenregel fiir Abbildungen der Form fogoh.

Zu 8.6

Sachfragen
S1: Was ist eine lokal invertierbare Abbildung?
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S2: Was besagt der Satz von der inversen Abbildung?
S3: Was ist die Jacobideterminante? Was folgt, wenn sie von Null verschieden ist.
S4: Sind lokal injektive Abbildungen auch global injektiv?

S5: Nennen Sie ein hinreichendes Kriterium dafiir, dass fiir jede offene Teilmenge
O C U die Bildmenge f(O) offen ist. Dabei soll f : U — R" eine differenzierbare
Funktion sein.

Zu 8.7

Sachfragen

S1: Wie sind Polarkoordinaten definiert?
S2: Was sind Kugel-, was Zylinderkoordinaten?

Zu 8.8

Sachfragen

S1: Was ist eine implizit definierte Funktion?
S2: Was besagt der Satz tiber implizite Funktionen?

S3: Wann werden durch ein Gleichungssystem von m Gleichungen in den Variablen
Ti,...,Tn,Y1,...,Ym implizit Funktionen yi,..., yn definiert?
Methodenfragen
M1: Den Satz iiber implizite Funktionen anwenden kénnen.
Zum Beispiel:

1. Wird durch 22 + y + 3* — 3z — 2 = 0 in der Nihe von z = 0 eine
Funktion y mit y(0) = 1 definiert?

2. Ist die Differentialgleichung siny’ + cosz — y = 1 in der Nihe von
x =y =1y =0 in der Form y = f(x,y) schreibbar?

Zu 8.9

Sachfragen

S1: Wie findet man Extremwerte mit Nebenbedingungen?

S2: Was fiir ein Gleichungssystem ist im Fall von k£ Nebenbedingungen zu 16sen?

Methodenfragen
M1: Die Technik der Lagrange-Multiplikatoren anwenden kénnen.
Zum Beispiel:

1. An welcher Stelle wird die Funktion z* + y? auf der durch die Glei-
chung = 4+ 3y = 0 definierten Geraden minimal?

2. Behandeln Sie noch einmal, diesmal mit Lagrange-Multiplikatoren,
die obige Aufgabe M2.2 aus den Methodenfragen zu Abschnitt 8.4.
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8.11 Ubungsaufgaben

Zu Abschnitt 8.1
8.1.1 F:]0,+o0[xR™ — R sei durch

F(t,z):= t7"/267|‘1”2/4t,

definiert, wo || - || die euklidische Norm des R™ bezeichnet. Man zeige, dass F' dann
die so genannte Warmeleitungsgleichung 16st:

0N~ O

3
[¥]

2
k=1 "k

wird Laplaceoperator genannt; formal ist A = (V, V).
8.1.2 Sei f:R"\ {0} - R, n > 2, gegeben durch

fz) = { log(||z]]) falls n = 2

[|l||>~™ falls n > 3.

Berechnen Sie Af.

8.1.3 Essei f: U — R zweimal stetig differenzierbar, wobei U C R™ offen ist. Zeigen
Sie fiir das durch g(z) := grad f(z) definierte Vektorfeld g : U — R", dass dann
dg;/0x; = Dg;/0z; fiir alle 7, j gilt. (Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.)
8.1.4 Es wurde gezeigt, dass auf dem R™ alle Normen #quivalent sind. Auf unendlich-
dimensionalen Rédumen stimmt das nicht. Finden Sie — fiir beliebige Intervalle [a,b]
mit a < b — zwei nicht-dquivalente Normen auf C'[a,b] .

8.1.5 Sei g € C'[a,b]. Definiere | f||, fiir f € C[a,b] durch

£lly = 117 9lloo-
a) Unter welchen Voraussetzungen an g ist || - ||, eine Norm?
b) Finden Sie ein Beispiel fiir eine Funktion g, fiir die || - ||, eine Norm ist, die nicht

dquivalent zur Supremumsnorm ist. Finden Sie auch Beispiele, in denen zur Supre-
mumsnorm #dquivalente Normen entstehen.

Zu Abschnitt 8.2

8.2.1 Sei f:R* — R durch f(z,y,2) = (z* + y)e* definiert.

a) Bestimmen Sie die Ableitung von f im Punkt (z,y, z).

b) Werten Sie diese bei (z,y, z) = (2,1, 0) aus und berechnen Sie damit niherungsweise
£(2.01,0.99, 0.01).

8.2.2 Sei f:R? — R die Funktion

S falls (z,y) # (0,0)
f(w,y)*{ 0 falls (z,y) = (0,0).
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Man zeige, dass die partiellen Ableitungen %ﬁ und % iiberall auf dem R? existieren
und dass f nicht stetig ist.

Warum widerspricht das nicht Satz 8.2.37

8.2.3 Beweisen Sie, dass Summen und Vielfache differenzierbarer Abbildungen wieder
differenzierbar sind

8.2.4 Auf Seite 242 wurde definiert, was es bedeutet, dass eine Funktion ein o(h) ist.
Man beweise oder widerlege fiir Funktionen ¢, : R™ \ {0} — ]0, +oo [:

a) Mit ¢ ist auch |/ ein o(h).

b) Mit ¢ und ¢ ist ap + by ein o(h) fir beliebige a,b € R.

¢) Mit ¢, 1) ist auch ¢/ ein o(h).

8.2.5 Geben Sie ein Beispiel fiir eine differenzierbare Funktion f : R" — R an, fiir
die z — grad f(x) von R™ nach R" surjektiv ist.

8.2.6 Es sei f(p,q) = —p/2+ /(p2/4) — q, diese Funktion sei auf {(p,q) | p*> > 4q¢}
definiert. (Damit ist f(p, q) die groBere der zwei Losungen der quadratischen Gleichung
2>+ pr+q=0)

Bestimmen Sie grad f bei (0, —4) und geben Sie eine Approximationsformel fiir die
groBere der Losungen von 22 — 0.02z — 3.9 = 0 an.

Zu Abschnitt 8.3

8.3.1 Sei f(z) := ||z||*. Berechnen Sie alle méglichen partiellen Ableitungen (beliebig
hoher Ordnung) von f.

8.3.2 Definiere f: R? — R durch

 zy(x®—y?)/(@° +y?)  falls (z,y) £ (0,0)
f(x)—{ oY Yl (o) = (0.0).

f ist zweimal partiell differenzierbar, aber die gemischten partiellen Ableitungen stim-
men bei Null nicht iiberein. (Der Satz von H.A. Schwarz zeigt, dass man die Gleichheit
unter schwachen Zusatzvoraussetzungen garantieren kann.)

8.3.3 Essei f:R* — R durch f(z,y) := (z — y)® definiert.

Berechnen Sie ({(1,2), V))zf(:c, y).

8.3.4 Nach dem Mittelwertsatz kann man f(xzo+h)— f(zo) stets mit einem geeigneten
to als (h,grad f(zo + toh)) schreiben.

Finden Sie ein derartiges to fiir den Fall f(z,y) = 2 + 42, zo = (0,0) und h = (2,1).
8.3.5 Machen Sie sich klar, dass der eindimensionale Mittelwertsatz 4.2.2 ein Spezi-
alfall von Korollar 8.3.5 ist.

8.3.6 In welcher Richtung ist die Richtungsableitung maximal?

Zu Abschnitt 8.4

8.4.1 x<1), .. .,x““) und y(1>,...,y(l) selen paarweise verschiedene Punkte des R™.
Finden Sie eine differenzierbare Funktion f : R® — R, die bei den (V) jeweils ein
lokales Minimum und bei den y(J ) jeweils ein lokales Maximum hat.

8.4.2 Welcher Quader mit Volumen V' hat minimale Kantenldange?

8.4.3 Eine S#ule habe als Grundflache ein gleichseitiges Dreieck. Wie muss sie aus-
sehen, damit sie bei vorgegebener Oberfliche ein maximales Volumen hat? Wie, falls
bei vorgegebenem Volumen die Kantenldnge minimal sein soll?

8.4.4 Man beweise oder widerlege:
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a) Summen und positive Vielfache positiv definiter Matrizen sind positiv definit.

b) Alle Ay seien positiv definite Matrizen, sie sollen komponentenweise gegen eine
Matrix A konvergieren. Dann ist auch A positiv definit.

¢) Die Determinante einer negativ definiten Matrix ist negativ.

8.4.5 Fiir welche o ist die Hessematrix von z? + axy + y? iiberall positiv definit?

8.4.6 Finden Sie eine konvexe Teilmenge des R?, auf der die Hessematrix der Funktion
z* + zy + y* positiv definit ist. Dort ist diese Funktion folglich konvex.

Zu Abschnitt 8.5
8.5.1 Beweisen Sie, dass Summen und Vielfache differenzierbarer Abbildungen diffe-
renzierbar sind.

8.5.2 Finden Sie fiir die folgenden Matrizen A die bestmogliche Konstante L, so dass
|| AR|| < LAl fiir alle h gilt:

nas (b 8)a=(h 1),

8.5.3 Berechnen Sie die Jacobimatrix fiir die durch
flz1,...,20) == (Tn, Tn-1,..., 21, H:r||2)

von R™ nach R™*! definierte Funktion.

8.5.4 Essei f:R"™ — R eine differenzierbare Funktion.
a) Man definiere g : R — R durch g(t) := f(tx), wobei z € R" vorgegeben ist.
Berechnen Sie ¢’(t).
b) Man zeige: Gilt
((grad f)(z),z) =0
fir alle z, so ist f konstant.

8.5.5 BEssei f(z,y) = (z +y,2* 2+ zy?). Finden Sie eine Niherungsformel fiir f in
der Nihe von (2, 2).

8.5.6 In einem Stromungskanal sei die Windgeschwindigkeit bei (z,y, z) durch (y, z, 2)
gegeben. Ein Teilchen bewegt sich so, dass es zur Zeit ¢ bei (1,¢,t) ist. Berechnen
Sie mit der Kettenregel die Veréinderung der Windgeschwindigkeit aus der Sicht des
Teilchens. Wie miisste die Bahn des Teilchens sein, dass es Windstille empfindet?

Zu Abschnitt 8.6

8.6.1 Wo ist die Jacobideterminante von (z,y,z) — (22,5 2% + y* + z) von Null
verschieden?

8.6.2 Berechnen Sie fiir (z,y) — (z, —y?) die Jacobimatrix der inversen Abbildung
bei (1, 1).

8.6.3 Man zeige, dass jede stetige lokal injektive Abbildung f : R — R injektiv ist.
Gilt das auch fiir beliebige Abbildungen?

8.6.4 Definieren Sie lokal bei 1 € C eine komplexe Quadratwurzel: Es soll also
w : U — C auf einer Umgebung U von 1 so definiert werden, dass w — aufgefasst als
Funktion einer Teilmenge des R? in den R? — differenzierbar ist und dass (w(z))2 =z
fiir alle z € U gilt.
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8.6.5 Essei f: R? — R?® durch f(z,y,2) := (z,y,2% + siny + xyz) definiert. Fiir
welche offenen Teilmengen O C R® kann man aufgrund des Satzes von der offenen
Abbildung garantieren, dass f(O) offen ist?

Zu Abschnitt 8.7

8.7.1 BEs scien (2;,9;) € R? fiir 4 = 1,...,m. Durch diese , Punktwolke“ soll eine
Gerade x — ax + b gelegt werden, die die Punktwolke moglichst gut approximiert. Das
soll bedeuten, dass die Summe der quadrierten Abstinde, also 3", (az; +b—y:)?, so
klein wie moglich ist.

Finden Sie Formeln fiir diejenigen a und b, die diese Extremwertaufgabe 16sen.

8.7.2 Essei f: R — R eine differenzierbare Funktion. Wir wihlen auf der z- bzw.
y-Achse neue Koordinaten durch Ubergang zu 2z bzw. y?; in den neuen Koordinaten
hat f also die Form F'(u) = (f(2u))2 Driicken Sie die Ableitung von F' durch die von
f aus und finden Sie ein Beispiel, in dem F’ eine einfachere Form hat als f.

8.7.3 Fiir ein fest vorgegebenes R > 0 sei ein Quader @) durch
Q:=[0,R] x[0,2r] x [0, 27]
definiert. Fiir (r, ¢, ) € Q definiere
T(r,p, ) = ((R + 7 cosp) cos p, (R + rcos) sin @, rsin w),

diese Abbildung beschreibt die Parametrisierung durch Toruskoordinaten.

a) Was fiir eine Fliche im R® wird beschrieben, wenn zwei der Variablen fest gelassen
werden? Was ist zum Beispiel die Menge der T'(r, ¢, ) fiir ein festes r € [0, R], wenn
©, 1 alle Werte in [0, 27 | durchlaufen?

b) Wie sieht die Bildmenge von T aus?

c) Zeigen Sie, dass T auf dem Innern von @ differenzierbar ist und dass die Jacobi-
determinante dort nirgendwo verschwindet.

Zu Abschnitt 8.8

8.8.1 Interpretieren Sie die so genannte p—g-Formel fiir quadratische Gleichungen
aus der Schulmathematik mit dem Satz iiber implizite Funktionen: Wann kann man
Losungen z der quadratischen Gleichung x? + pz 4+ ¢ = 0 als Funktion von p und ¢
darstellen? (S.a. Aufgabe 8.2.6.)

8.8.2 Zeigen Sie, dass die Bedingung aus dem Satz iiber implizite Funktionen nur
eine hinreichende Bedingung ist: Auch wenn 0f/0y gleich Null ist, kann y implizit
definiert sein.

8.8.3 Fiir welche a € R sind y1, y2 durch die Gleichungen
rz+ayi +2y2 =0, 2 —y1 —ay2 =0

bei (0,0,0) als Funktion von x darstellbar? Wenden Sie zuniichst Satz 8.8.4 an, die
Funktionen sollen dann auch explizit angegeben werden.

Zu Abschnitt 8.9
8.9.1 Behandeln Sie die Probleme aus Aufgabe 8.4.3 noch einmal unter Verwendung
von Lagrange-Multiplikatoren.

8.9.2 Wo ist die L'-Norm auf der euklidischen Kugeloberfliche am groBten? (Gesucht
ist also ein (z1,...,2,) mit 23 +--- + 22 =1, so dass 1 + - - - + &, maximal wird.)
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8.9.3 Welches Gleichungssystem ist zu losen, um das Maximum von (z,y, z) — x auf

der Menge
{(@,y,2) |2® +y° +2° =1, 2 —y* = 2" = 0}

zu finden?






Mathematische Ausblicke

Ein einfithrendes Buch zur Analysis kann naturgeméf nicht alle Teilaspekte des
Gebietes abdecken. Alle, die bis zum Ende dieser ,,Analysis 2 durchgehalten
haben, haben aber die wichtigsten Ideen und Techniken kennen gelernt. Das, was
im Einzelfall spater noch fehlt, sollte auf der Grundlage des hier behandelten
Stoffs ohne Probleme zu bewiiltigen sein.

Hier im Anhang gibt es noch einige Ergdnzungen. Zunichst geht es noch ein-
mal um Mathematik. Es sollen einige Themen behandelt werden, die sozusagen
zur ,analytischen Allgemeinbildung® gehoren, in der Regel aber nicht in den
Anfingervorlesungen vorkommen. Wenn Sie also spéter in Threm Studium keine
Gelegenheit haben, dazu eine Spezialvorlesung zu horen, kénnen Sie sich hier
iiber die grundlegenden Tatsachen zum Lebesgue-Integral und zu Fourierreihen
informieren. Aulerdem gibt es noch eine Erginzung zu Mehrfachintegralen, die
man unter Verwendung der in Abschnitt 8 entwickelten Begriffe wesentlich bes-
ser ausrechnen kann, als wenn man nur die urspriingliche Definition verwenden
darf.

A.1 Das Lebesgue-Integral

Das Lebesgue-Integral

Das in Kapitel 6 behandelte Riemann-Integral ist fiir alle praktischen Zwecke
ausreichend. Unter theoretischen Gesichtspunkten weist dieser Zugang jedoch ei-
nige Nachteile auf, die durch einen etwas allgemeineren Ansatz behoben werden
konnen: Heute sind alle iiberzeugt, dass ,,das richtige Integral fiir Fortgeschrit-
tene“ das Lebesgue ) -Integral ist. Im Folgenden sollen die wichtigsten Punkte
zusammengestellt werden.

Zunéchst soll motiviert werden, warum es beim Lebesgue-Integral erforder-
lich ist, als Erstes etwas iiber Mafitheorie zu erfahren. Das liegt daran, dass

55)Lebesgue: Professor am College de France in Paris. Der von Lebesgue 1902 eingefiihrte
Maf- und Integralbegriff gilt heute als der sinnvollste Ansatz fiir die meisten mit dem Messpro-
blem zusammenhiingenden theoretischen Fragen. Das gilt besonders fiir die hohere Analysis
und die Wahrscheinlichkeitsrechnung.

HENRI LEBESGUE
1875 — 1941
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Flécheninhalte anders als beim Riemann-Integral ausgerechnet werden. Beim
Riemann-Integral wird die Fldche unter einem Graphen doch dadurch ermittelt,
dass man mit den in Definition 6.1.1 eingefiihrten Treppenfunktionen arbeitet.
Sie dienen dazu, den gesuchten Inhalt zu approximieren. Dabei muss man ledig-
lich wissen, welche Fliche einer Treppenfunktion zuzuordnen ist, und das lauft
auf die Bestimmung der Fliche eines Rechtecks hinaus. Anders ausgedriickt:
Der Graph wird in senkrechte Streifen zerlegt, und diese Streifen dienen zur

Approximation.

AR

: : R
Ti Ti41

Bild A.1: Integration: Der Riemannsche Ansatz

Beim Lebesgue-Integral ist der Ansatz anders. Da wird der Bildbereich der Funk-
tion ,fein genug® zerlegt (s. Bild A.2). Fiir jedes Zerlegungsstiick [y;, yi+1 | wird
dann die Menge A; derjenigen 2 betrachtet, die nach [y;, y;+1 ] abgebildet wer-
den, und zur Approximation wird die Zahl ,,(Grofie von A;) mal y;* verwendet:

Yit1
Yi

Bild A.2: Integration nach Lebesgue
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Je nachdem, wie f aussieht, kénnen die A; ziemlich kompliziert sein, und
deswegen muss man sich zunéchst um das Problem kiimmern, wie man Teilmen-
gen von R (oder allgemeiner des R™) ,,messen“ kann. Was ist fiir Teilmengen
von R die Linge, fiir Teilmengen des R? der Flicheninhalt, fiir Teilmengen des
R3 das Volumen?

Dazu sind zwei Teilfragen zu klédren, ndmlich
e Welche Teilmengen sollen ,,gemessen werden?
e Wie wird fiir diese Teilmengen der ,,Inhalt* definiert?

Die Antworten werden in den ersten beiden Unterabschnitten gegeben. Wir
definieren, was Borelmengen sind und was man unter dem Borel-Lebesgue-Mafs
versteht.

Danach ist es ziemlich plausibel, wie man ein Integral fiir Treppenfunktionen
definiert®® , durch ein ordnungstheoretisches Argument wird das Integral dann
auf eine sehr grofie Klasse von Funktionen ausgedehnt. Auf diese Weise entsteht
das Borel-Lebesgue-Integral.

Anschliefflend wird eine kleine Modifikation besprochen, durch Hinzunahme
,kleiner“ Mengen ergeben sich das Lebesgue-Maff und das Lebesgue-Integral.

Zum Schluss werden dann einige Ergebnisse zusammengestellt, die meisten
gelten nur fiir diesen neuen Integralbegriff, nicht aber fiir das Riemann-Integral.
Sie sind der Grund dafiir, dass man bei theoretischen Uberlegungen eher das
Lebesgue- als das Riemann-Integral verwendet.

Hier sollen diejenigen Mengen definiert werden, fiir die spéter ein ,,Inhalt®
definiert werden kann. Fiir ein festes n betrachten wir Teilmengen des R™. Wir
suchen eine Familie B von Teilmengen®”) des R™, die drei Eigenschaften hat:

e 3 enthilt alle offenen Mengen.

e Sind By, Bs, ... € Bund wird eine Menge B C R™ aus den By, Bo, ... unter
Verwendung der iiblichen Mengenoperationen (also U, N, \) konstruiert,
so gehort auch B zu B.

Der zugehorige Fachterminus lautet: B ist eine o-Algebra.
e B3 ist so klein wie moglich.

In Worten: B ist das kleinste Mengensystem, das alle offenen Mengen enthdlt
und das unter abzihlbaren Mengenoperationen abgeschlossen ist.

Dann muss man drei Dinge wissen:

56) Achtung: Treppenfunktionen haben hier eine etwas andere Bedeutung als in Abschnitt 6.1.
Die damals definierten sind als Spezialfall enthalten.
57)Das heit, dass B eine Teilmenge der Potenzmenge des R™ ist.
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e So ein Mengensystem gibt es, man nennt es die Familie der Borelmengen

von R™.

Der Beweis hat Ahnlichkeiten mit der Konstruktion von N in Abschnitt 1.5:
Man betrachte alle Systeme C von Teilmengen des R", die die ersten beiden
der geforderten Eigenschaften haben und definiere dann B als den Durchschnitt
dieser C.

Abzdhlbare Mengenoperationen sind ohne Einschrankung in der Klasse der
Borelmengen legitim, und alle offenen Mengen sind Borelmengen.

Alle in konkreten Situationen auftretenden Mengen sind Borelmengen.
Das kann natiirlich nur eine Faustregel sein. Die ganze Wahrheit sieht so aus:

1. Es gibt Teilmengen des R", die keine Borelmengen sind. Die sind allerdings
ziemlich kompliziert zu finden, am einfachsten geht es noch unter Verwendung
des Zornschen Lemmas.

2. Thnen kann nicht viel passieren, wenn Sie sich darauf verlassen, dass alle in
Threm mathematischen Leben auftretenden Mengen Borelmengen sind.

‘ Das Borel-Lebesgue-Maf} ‘

Das Borel-Lebesgue-Maf$ ist eine Abbildung A, die jeder Borelmenge eine

Zahl in [0, +00] zuordnet. Man sollte sich vorstellen, dass A(B) der , Inhalt®
der Borelmenge B ist: Die Linge von B in einer Dimension, die Fliche im R2,
das Volumen im R? usw.

Uber A sollte man wissen:

e Man kann A so definieren, dass gilt:

— Sind By, B, ... paarweise disjunkte Borelmengen®®, so ist
A(U Bn) = 3" A(Ba).
n=1 n=1
— Fiir ,Quader® ist das Borel-Lebesgue-Mafl das Produkt der Kantenléingen.
Genauer: Sind a; < b; und definiert man
Q :={(x1,...,2n) |a; <ax; <b; fiiri =1,...,n},

so gilt AM(Q) = (by —aq) - (by, — ay). (Insbesondere kommt also fiir Inter-
valle, Rechtecke und dreidimensionale Quader das Erwartete heraus: die
richtige Linge, der richtige Flidcheninhalt, das richtige Volumen.)

e )\ ist durch die vorstehenden Eigenschaften eindeutig bestimmt.

58)Es soll also B; N Bj = 0 fiir i # j gelten.
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Auf diese Weise ist allen praktisch vorkommenden Teilmengen des R™ ein Inhalt
zugeordnet, den man manchmal auch konkret ausrechnen kann:

Beispiel 1: Eine einpunktige Menge B = {(z1,...,2,)} kann man als Quader
schreiben, indem man a; = b; = x; setzt. Deswegen ist A(B) = 0.

Beispiel 2: Insbesondere ist also A({n}) = 0 fiir jede natiirliche Zahl. Da die
Mengen {1}, {2}, {3},... paarweise disjunkt sind, folgt

AN) =X{1}) +2{2H)+---=0+0+---=0.
Beispiel 3: [0,1] ist die disjunkte Vereinigung von [0,1[ und {1}, es muss also
AC[0,1]) = AC[0, 1)) + A({1})

gelten. In dieser Gleichung kennen wir A([0,1]) und A({1}). Es folgt, dass
A([0,1]) =1 gelten muss.

So kann man sich nach und nach davon iiberzeugen, dass A zu einem ,, verniinf-
tigen* Inhaltsbegriff fithrt. Es ergeben sich plausible allgemeine Ergebnisse (z.B.:
sAus A C B folgt A(A) < A(B)“), und bei der Berechnung des Mafes konkreter
Mengen gibt es keine Uberraschungen. So gilt etwa stets A(]a,b[) = b — a, und
es ist A(R) = +o0.

‘ Das Borel-Lebesgue-Integral ‘

Nun sollen Funktionen f : R™ — R integriert werden. Man geht schrittweise
vor, von ganz einfachen f zu immer komplizierteren:

Schritt 1: Sei zunéchst f eine charakteristische Funktion xp, es gebe also eine
Borelmenge B C R", so dass f(x) =1 ist fiir € B und Null sonst.

Fiir derartige Funktionen ist es plausibel, dass man [, f(z) dz als A(B) defi-
niert.

Schritt 2: Man sagt, dass eine Funktion 7 eine Treppenfunktion ist, wenn 7 als
>, ckX B, mit ¢y > 0 und Borelmengen By, geschrieben werden kann.

Treppenfunktionen 7 kann man sich am besten vorstellen, wenn die By
paarweise disjunkt sind: Dann ist 7 auf By gleich ¢, und die z, die in
keinem By, liegen, werden auf Null abgebildet.

Fiir solche 7 definiert man das Integral durch

/nT(ac) dx = ch)\(Bk).

k=1

Dabei ist die Summe in R auszuwerten, Ausdriicke der Form oo + (+00) und
¢+ (400) mit ¢ > 0 sind also als 400 zu lesen. Hier ist immer 0 - (+00) := 0.

Es ist dann etwas miihsam nachzuweisen, dass das Integral wohldefiniert
ist. Einen #hnlichen Beweis mussten wir in Kapitel 6 auch fithren (vgl. Lemma
6.1.2).
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Schritt 3: Gibt es zu f : R™ — [0, +00] eine monoton steigende Folge (7,,,) von
Treppenfunktionen, die punktweise gegen f konvergiert, so setzt man

f(x)dz = sup/ Tm/(z) dz € [0, +00].

Rn m n
Man muss sich dann schon etwas anstrengen, um zu zeigen, dass diese Definition
nicht von der Folge (7,,,) abhéingt.

Wenn das aber erst einmal bewiesen ist, kann man leicht einsehen, dass so
gut wie allen f : R" — [0, +00] ein Integral [, f(z)dz € [0,+0c] zugeordnet
werden kann und dass die iiblichen Linearitéitseigenschaften gelten. Insbeson-
dere konnen Zahlen vor das Integral gezogen und das Integral mit der Summe
vertauscht werden.

Schritt 4: Das ist der letzte Schritt. Ist f : R™ — R eine Funktion, so schreibe
man f als f = f* — f~, wobei f* und f~ ihre Werte in [0, +00| annehmen.
Dann definiert man

f@)da:= [ fr@)de— | f(2)da,
RTL R‘VL R‘VL
falls [5. f*(z)dz und [, f~(z)dz in R existieren®. In diesem Fall heifit die
Funktion f integrabel, man nennt das eben eingefiithrte Integral das Borel-
Lebesgue-Integral.

‘Vervollsténdigung: Lebesgue-Mafl und Lebesgue-lntegral‘

Unter Verwendung des Borel-Lebesgue-Mafles hat man eine weitere Moglich-
keit zur Verfiigung, von einer Menge zu sagen, dass sie ,klein® ist (vgl. das graue
Kiistchen auf Seite 46). Eine Teilmenge N von R™ heifit eine Nullmenge, wenn
es eine Borelmenge B so gibt, dass N C B und A(B) =0 gilt.

Nimmt man die Nullmengen zu den Borel-Lebesgue-Mengen hinzu, entstehen
die Lebesgue-Mengen. Genauer: Eine Lebesgue-Menge ist eine Menge, die man
als Vereinigung einer Nullmenge und einer Borelmenge schreiben kann.

Wenn man dann in den vorstehend beschriebenen Schritten, die zum Borel-
Lebesgue-Integral fiihrten, iiberall ,Borelmenge“ durch ,Lebesguemenge® er-
setzt, kommt man zum Lebesgue-Integral.

Die Vorteile des Borel-Lebesgue-Integrals bleiben erhalten, man kann nun
aber noch mehr Funktionen integrieren. Die unterscheiden sich allerdings nicht
wesentlich von denen, fiir die schon vorher ein Integral definiert war, sie haben
hochstens auf einer Nullmenge unterschiedliche Werte, und es ergibt sich der
gleiche Integralwert. Es wird aber in diesem allgemeineren Rahmen oft einfacher,
fiir eine Funktion zu garantieren, dass ein sinnvolles Integral definiert werden
kann.

59) f+ und f~ miissen also punktweiser Limes einer aufsteigenden Folge von Treppenfunktio-
nen sein, und die Integrale dieser Treppenfunktionen miissen jeweils ein endliches Supremum
haben.



A.1. DAS LEBESGUE-INTEGRAL 345

‘ Die wichtigsten Sétze ‘

1. Das Borel-Lebesgue-Integral und das Lebesgue-Integral haben die gleichen
Vertriglichkeitseigenschaften, die wir vom Riemann-Integral schon kennen. Z.B.:
Sind f und g integrabel, so auch f+ g; in diesem Fall ist das Integral der Summe
gleich der Summe der Integrale.

2. Ist B C R™ eine Lebesguemenge, so versteht man fiir eine auf B definierte
Funktion f unter [, f(x)dx das Integral [;, f(x)dx, wobei f auBerhalb von B
als Null definiert ist. Das setzt natiirlich voraus, dass fiir diese auf R™ definierte
Funktion das Integral existiert.

3. Fiir den wichtigen Spezialfall n = 1 und B = [a,b] ist das Lebesgue-Integral
eine Fortsetzung des Riemann-Integrals.
Genauer gilt: Ist f : [a,b] — R beschrinkt und Riemann-integrabel, so
existiert auch das Lebesgue-Integral, und beide Integrale stimmen iiberein.
Umgekehrt gilt das nicht: Es gibt Funktionen, die Lebesgue-integrabel, aber
nicht Riemann-integrabel sind. Prominentestes Beispiel ist die auf [0,1] defi-
nierte Dirichlet-Funktion (vgl. Seite 92).

FEtwas verwickelter ist der Zusammenhang, wenn man das Lebesgue-Integral
mit uneigentlichen Riemann-Integralen vergleicht.

Da kann es vorkommen, dass das Riemann-Integral einen sinnvollen Wert
liefert, das Lebesgue-Integral aber nicht. Bekanntestes Beispiel ist die auf
[1,400] definierte Funktion f(z) = (sinz)/z. Sie ist nicht Lebesgue-
integrierbar, da sowohl fT als auch f~ ein unendliches Integral haben.
(Die beiden Integrale sind ndamlich durch ein positives Vielfaches der har-
monischen Reihe nach unten abschétzbar.)

Das uneigentliche Riemann-Integral existiert aber, denn die bei der Be-
rechnung des uneigentlichen Integrals auftretenden Integrale flc f(z)dx
verhalten sich fiir ¢ — oo wie die Partialsummen einer alternierende Null-
folge, so dass man sich nur noch an das Leibnizkriterium erinnern muss
(vgl. Satz 2.4.3(iii)).

4. Es gibt eine Reihe von Eigenschaften, die nur fiir den erweiterten Integralbe-
griff gelten. Zum Beispiel kann man unter einer meist einfach nachpriifbaren Vor-
aussetzung garantieren, dass das Integral mit punktweisen Limites vertauscht
werden kann:
lim fm(x)dx = / lim fo,(z)dz.
m—0o0 [pn RnM—00

(Es muss eine Funktion g geben, so dass g integrierbar ist und |f1|, |f2], ... < |g]
gilt. Das ist der Satz von der majorisierten Konvergenz.)

5. Ist B eine Borelmenge, so heifit eine Funktion f : B — R zur p-ten Potenz
integrabel, falls | f|” integrabel ist. Dabei ist p € [1, +oo .

Die Gesamtheit dieser f bildet einen Vektorraum. Wenn man darin noch
zwei Funktionen f, g identifiziert, falls [, |f(x) — g(x)[” dz = 0 gilt, erhélt man
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den Raum LP(B). Auf ihm ist

1/p
= 2)|? dx
Hpr </R\f( )l )
eine Norm.

Das sieht auf den ersten Blick nicht wesentlich anders aus als das, was wir
in Abschnitt 6.5 auf der Grundlage des Riemann-Integrals eingefiithrt haben.
Der wesentliche Unterschied ist aber der, dass unter Verwendung des Lebesgue-
Integrals ein Banachraum entsteht. Damit stehen die tief liegenden Existenz-
aussagen fiir diese Raumklasse zur Verfiigung, einige haben wir in Abschnitt 5.4
kennen gelernt.

A.2 Fourierreihen

Fourierreihen®"

In diesem Abschnitt soll erkliart werden, warum die trigonometrischen Funk-
tionen Sinus und Cosinus eine so fundamentale Rolle spielen. Es handelt sich
sozusagen um die ,, Atome unter den periodischen Funktionen“. Das soll bedeu-
ten, dass man so gut wie alle praktisch wichtigen periodischen Funktionen aus
geeignet skalierten Sinus- und Cosinus-Bausteinen zusammensetzen kann. Diese
Tatsache spielt eine kaum zu iiberschitzende Rolle fiir theoretische und prakti-
sche Untersuchungen, und man kann — wie weiter unten gezeigt werden soll —
das Ergebnis manchmal sogar hdoren.

Wir behandeln die folgenden Punkte:
e Periodische Funktionen
e Entwicklungen in eine Fourierreihe

e Die komplexe Variante

Periodische Funktionen

Die Welt ist voll mit Vorgéngen, die sich nach einer gewissen Zeit wiederho-
len. Das konnen lange Zeitrdume sein wie bei der Beschreibung der Jahreszeiten
oder auch sehr kurze, wenn etwa Tonsignale oder Lichtwellen als kurzwellige
Schwingungen modelliert werden sollen.

Die angemessene Definition zur Beschreibung solcher Funktionen lautet wie
folgt:

60) Fourier war Mathematiker, Physiker und Teilnehmer am Agypten-Feldzug Napoleons,
spéter Prifekt und Sekretér der Akademie der Wissenschaften. Fouriers Leben war als Folge
der franzosischen Revolution und der sich daran anschlieBenden Umwélzungen bemerkenswert
abwechslungsreich.

Fourierreihen traten erstmals in seinem Hauptwerk Théorie de la chaleur auf, in dem das
Phénomen der Wirmeleitung mathematisch modelliert wurde.
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Sei f: R — R eine Funktion und p € R. Man sagt, dass f die
Periode p hatS!, wenn f(z + p) = f(z) fiir alle x gilt.

Anschaulich bedeutet das, dass der Graph von f nach einer Trans-
lation um p in sich iibergeht.

AVARAVARNAVARNAVA

(AR

Bild A.3: Eine p-periodische Funktion

Beispiele sind leicht zu finden: Konstante Funktionen sind periodisch mit
jeder Periode p, Sinus und Cosinus sind 27-periodisch, z +— sin(27z) ist eine
1-periodische Funktion usw. Man kann auch sofort einige einfache Eigenschaften
formulieren, etwa:

e Die Gesamtheit der p-periodischen Funktionen bildet einen R -Vektorraum.

e Sei f:R — R eine beliebige Funktion. Dann ist die Menge

{p|p €R, fhat die Periode p}

eine Untergruppe der additiven Gruppe (R, +).

‘ Entwicklungen in eine Fourierreihe‘

Hat f die Periode p, so hat @ — f(ax) offensichtlich die Periode p/a, wenn «
eine von Null verschiedene Zahl ist. Durch eine einfache Koordinatentransforma-
tion kann man also die Periode verdndern, und deswegen reicht es, sich um eine
feste Periode zu kiimmern. Aus Griinden, die gleich klar werden, konzentrieren
wir uns auf die Periode 2.

2m-periodische Funktionen sind durch ihre Werte auf [0, 27| festgelegt. Aus
der Gleichung f(x+27) = f(z) ergeben sich daraus die Werte auf [ -2, 0] und
[27,47], daraus die Werte auf [—4m, —27] und [47, 67 ] usw.

Diese Beobachtung kann man auch umgekehrt dazu verwenden, eine Funk-
tion f:[0,27] — R mit f(0) = f(2m) zu einer 2m-periodischen Funktion auf
R zu erweitern. Kurz: Es gibt genauso viele 2r-periodische Funktionen auf R,
wie es Funktionen f:[0,27] — R mit f(0) = f(2m) gibt.

61)Oder auch, dass f p-periodisch ist.
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Beispiele fiir 27-periodische Funktionen sind alle Konstanten und alle Funk-
tionen der Form cos(nz) und sin(nz) mit n € N. Damit sind auch alle Funktio-
nen 27-periodisch, die sich als

= Z ay, cos(nz) + by, sm(nm)) (A1)

schreiben lassen. Man muss nur dafiir sorgen, dass die vorstehende Reihe punkt-
weise konvergiert.

Welche 27-periodischen Funktionen haben eine Darstellung gemif (A.1),
und wie kann man, falls das geht, die Zahlen a,, b, ausrechnen? Die iiberra-
schende Antwort lautet: Fs geht praktisch immer, und die Koeffizienten sind
auch leicht zu berechnen.

Um zu diesem Ergebnis zu kommen, kann man so vorgehen:

1. Schritt: Man gibt eine 27-periodische Funktion f vor und nimmt einmal an, es
géibe eine Darstellung wie in (A.1). Das heifit noch nicht, dass es geht, trotzdem
kann man versuchen, etwas iiber die a,, b, zu erfahren, wenn es geht.

Es beginnt mit den folgenden wichtigen (und elementaren) Beobachtungen. Wer
die Rechnungen nachvollziehen mochte, muss sich nur an die Technik der parti-
ellen Integration erinnern?).

e Sind n,m € N mit n # m, so ist

2m 2
/ cos(nx) cos(max) dr = / sin(na) sin(ma) dz = 0.
0 0

e Fiir beliebige n, m ist f027rcos(nx) sin(mz) dz = 0.

o Fiir jedes n ist fozﬂCOSZ (nz) dx = f027rsir12 (nz)dx = 7.
o Fiir jedes n ist fo%cos(nx) dr = fo%sin(nx) dx = 0.
o Esist ["1de = 2r.

Als Folgerung ergibt sich die Moglichkeit, die Koeffizienten a,,b, aus (A.1)
durch Integration quasi ,herauszuschneiden“. Genauer: Wenn man Gleichung
(A.1) mit cos(mz) multipliziert und iiber [0, 27| integriert, ergibt sich auf der

linken Seite das Integral
27

f(x) cos(max) dz,

und auf der rechten Seite entsteht die Summe

2m 2 2m
ao/ cos(mx) dm—i—Z(an/ cos(nx) cos(mz) da:—!—bn/ sin(na) cos(ma) dx).
0 0 0

n=1

62)Und evtl. den Trick aus dem grauen Késtchen auf Seite 105 verwenden.
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(Jedenfalls dann, wenn wirklich Summation und Integration vertauschbar sind.
Diese und andere technische Feinheiten sollen hier ausgeklammert werden.)
Aufgrund der vorstehenden Beobachtungen sind aber alle Integrale gleich

Null mit der einzigen Ausnahme des Integrals, das zu a,, gehort: Es hat den
Wert 7. So folgt

1 27
U, = — f(z) cos(ma) dx. (A.2)
™ Jo
Ganz analog ergeben sich die Gleichungen
1 2T 1 27
a0 = 5— ; flx)dz, by, = =) f(z)sin(mz) da. (A.3)

2. Schritt: Die vorstehenden Rechnungen geben Anlass zu einer Hoffnung: Wenn
man fiir eine vorgegebene 2m-periodische Funktion f Zahlen ag,aq,... und
b1,ba, ... durch (A.2) und (A.3) definiert, so kénnte es doch sein, dass mit diesen
@, by, die Gleichung (A.1) erfiillt ist.

Formal ganz genauso war es iibrigens bei der Herleitung der Taylorappro-
ximationen in Abschnitt 4.3. Auch da war ja zunéchst nicht klar, welche
Polynome man wéhlen sollte, die Koeffizienten ergaben sich erst durch
Differenzieren.

Die Hoffnung ist in allen praktisch wichtigen Féllen berechtigt. Folgende
Begriffe und Sachverhalte sollte man kennen:

e Die Zahlen a,, b, heiflen die Fourierkoeffizienten von f. Sie kénnen immer
dann definiert werden, wenn die auftretenden Integrale existieren. Wenn
man sich nur auf stiickweise stetige Funktionen beschrinkt, kann es also
hier keine Probleme geben.

e Die mit diesen ay,,b, definierte Reihe auf der rechte Seite von (A.1) heifit
die zu f gehorige Fourierreihe. Sie ist im Allgemeinen nicht konvergent,
und selbst wenn sie konvergiert, muss die Reihensumme nicht gleich f(x)
sein.

e Das Positive (1): Die Funktion f : [0,27] — R sei vorgegeben, es gelte
f(0) = f(2m). Wir nehmen an, dass es eine Unterteilung

O=xg<a1 < - <xfp =27

gibt, so dass die Einschréinkung von f auf | z;, x;41 [ zu einer stetig diffe-
renzierbaren Funktion auf [z;,2;11] wird, wenn man f an den Réndern
durch liml,_wj- f(z) bzw. durch limw_mi_+1 f(z) definiert. Funktionen mit
dieser Eigenschaft heiflen stiickweise stetig differenzierbar. Aulerdem soll,
wenn f Sprungstellen hat, der Wert von f dort der Mittelwert aus links-
und rechtsseitigem Limes sein®):

63)Das sieht auf den ersten Blick willkiirlich aus, aber nur unter dieser Bedingung kann die
punktweise Konvergenz der Fourierreihe nachgewiesen werden.
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AR

0 2m R

Bild A.4: f mit dem ,richtigen“ Sprungverhalten

Dann ist die Fourierreihe von f bei jedem x gegen f(z) konvergent.

e Das Positive (2): Ist f : R — R 2m-periodisch und stetig differenzierbar,
so ist die Fourierreihe sogar gleichméfig gegen f konvergent.

e Das Negative (1): Es gibt stetige Funktionen, fiir die die Fourierreihe bei
gewissen x nicht gegen f(z) konvergent ist.

e Das Negative (2): Man kann Funktionen f angeben, fiir die die Fourierko-
effizienten definiert werden konnen, fiir die die Fourierreihe aber fiir kein
x konvergiert.

Hier ein Beispiel fiir eine Entwicklung in eine Fourierreihe, wir betrachten
die folgende 27-periodische Rechteckfunktion:

11\

Bild A.5: Die ,,Rechteck“-Funktion

fist =1l auf]0,7[und 1 auf | 7, 27 [; bei 0, 7 und 27 hat f den Wert Null. Dann
ist f stiickweise stetig differenzierbar, und die Werte an den Sprungstellen sind
wirklich die Mittelwerte der links- und rechtsseitigen Limites®® . Folglich ist f in
eine punktweise konvergente Fourierreihe entwickelbar. Die Fourierkoeffizienten
sind mit einer elementaren Rechnung zu ermitteln, es ergibt sich:

flx) = 4 (sinac + %sin(?)x) + %Sin(Sx) 4. )

™

Um die Giite der Approximation abschitzen zu kénnen, sind in den folgenden
Bildern einige Partialsummen skizziert:

64)Um diese Bedingung bei 0 und 27 nachzupriifen, muss man sich f zu einer periodischen
Funktion auf R fortgesetzt denken.
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R

A

Bild A.6: Die ersten zwei Summanden der Fourierreihe von f

R

A

Bild A.7: Die ersten 10 Summanden der Fourierreihe von f

Nun éndern wir noch den Zeitmafistab, von x +— f(z) gehen wir zur Funktion
2 — f(wz) iiber, wobei w eine positive Zahl sein soll. Falls w zwischen 50 und
15.000 ist, kann man f auch héren. Fiir w = 440 etwa horen wir den Kammerton
A. (Mit einer Stimmgabel hért man allerdings nur sin(440z). Um ,,unser” f zu
horen, braucht man einen Frequenzgenerator oder einen Synthesizer; dort ist
die Einstellung , Rechteckschwingung® zu wihlen.)

Die oben durchgefiihrte Rechnung besagt, dass « — f(wz) als
4 (. 1. 1.
flwx) = —|( sin(wx) + 3 sin(3wz) + £ sin(bwx) + - - -
T

geschrieben werden kann, die Rechteckschwingung der Frequenz w ist also aus
sin(wx), sin(3wx),. .. zusammengesetzt. Aufgrund dieser Analyse sollten Sie die
folgende Frage beantworten kénnen:

Bis zu welcher Frequenz kann ein durchschnittlicher Erwachsener ei-

ne reine Sinusschwingung von einer Rechteckschwingung unterschei-
den?

(Dabei soll vorausgesetzt werden, dass die Horgrenze fiir Erwachsene
bei etwa 15.000 Hertz liegt.)
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Die Antwort finden Sie weiter hinten bei den anderen Losungen zu den ,, 7%, Sie
kénnen sich vom Ergebnis auch selber iiberzeugen, wenn Sie irgendwo an die
entsprechende Ausriistung herankommen.

Die komplexe Variante ‘

Sei n € N. Aus der Eulerschen Formel (Satz 4.5.20) folgt, dass

(a + bi) cos(nx) + (¢ + di) sin(nz)

fiir z € R in der Form

1 . ) 1 ) )
3 <(a +bi)e"™* + (a + bz’)e"“) + 5 ((c +di)e"™ — (c+ dz’)e‘m)
i
geschrieben werden kann. Auf diese Weise kann man Fourierreihen mit komple-
xen Koeffizienten als Reihen der Form

inT
E Tn€

nez

auffassen, wobei v, € C.

In dieser Interpretation sind die Funktionen z — e™* die elementaren Bau-
steine 2m-periodischer Funktionen. Sie zeichnen sich dadurch aus, dass sie die
einzigen stetigen 27-periodischen Funktionen f von R nach I' := {z | lz| = 1}

sind, fiir die f(z +y) = f(z)f(y) gilt.

Zu Beginn des vorigen Jahrhunderts wurde herausgearbeitet, dass diese
gruppentheoretische Eigenschaft der Schliissel zum Versténdnis der Fou-
rieranalysis ist.

Um das etwas genauer zu erldutern, betrachte man irgendeine additiv
geschriebene kommutative Gruppe (G, +). Wir wollen annehmen, dass
es auf G eine Metrik gibt, in der die Gruppenoperationen stetig sind.
Eine fundamentale Rolle spielen dann die Charaktere, das sind stetige
Abbildungen x : G — T, fiir die stets x(g + h) = x(g)x(h) gilt.

Man kann zeigen, dass Charaktere die ,,Bausteine“ sind, aus denen ste-
tige f : G — C zusammengesetzt werden konnen. (In unserem Beispiel
der Fourierreihen ging es um die Gruppe [0, 27 ], bei der die gewdhnliche
Addition modulo 27 auszufiihren ist®). In diesem Sinn gibt es fiir jede
abelsche Gruppe eine eigene Fourieranalysis, fiir die meisten Analytiker
sind aber nur die oben diskutierten Fourierreihen und die Theorie der
Gruppe (R,+) von Interesse. Da sind die Charaktere iibrigens die Ab-
bildungen z — ¢ mit A € R, aus ihnen werden ,geniigend gutartige“
Funktionen f: R — C bei der Fouriertransformation zusammengesetzt.

Wer sich fiir mehr Einzelheiten interessiert, sollte in spéteren Semestern
einmal eine Vorlesung iiber Fourieranalysis, topologische Gruppen oder
harmonische Analysis horen.

65)Man kann sie sich — etwas eleganter — auch als Quotient von (R, +) nach der Untergruppe
{27n | n € Z} vorstellen.
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A.3 Mehrfachintegrale

Berechnung von Mehrfachintegralen

In Kapitel 6 traten an verschiedenen Stellen Mehrfachintegrale auf:

e Es wurde gesagt, was unter einem Doppelintegral f; fcd f(z,y) dy dx (oder
einem Dreifachintegral, einem Vierfachintegral, ...) zu verstehen ist (vgl.
Seite 80).

e Mehrfachintegrale konnen auf gewohnliche Integrale zuriickgefiihrt und
folglich ausgerechnet werden, wenn die zu integrierenden Funktionen nicht
zu kompliziert sind (vgl. Seite 102).

e Wir haben in Korollar 6.4.2 bewiesen, dass es bei Doppelintegralen auf die
Reihenfolge der Integration nicht ankommt, wenn wir nur stetige Funktio-
nen betrachten:

/Cd/abf(%y)dmdyzfab/cdf(m7y)dydx_

Das Thema wird hier noch einmal aufgegriffen: Es soll eine Technik zur
Berechnung von Mehrfachintegralen vorgestellt werden, die so etwas wie eine
Integration durch Substitution in mehreren Verdnderlichen ist. Viele Integrale
kann man nur unter Verwendung dieser Methode wirklich ausrechnen.

Als Erstes werden wir das Konzept der Mehrfachintegrale leicht verallgemei-
nern. Wer den bisherigen Ansatz verstanden hat, sollte damit keine Schwierig-
keiten haben. Dann wird das Hauptergebnis, der Transformationssatz fir Mehr-
fachintegrale (ohne Beweis) vorgestellt. Und abschlieBend werden dann noch
einige typische Beispiele besprochen.

‘ Mehrfachintegrale: Integration iiber kompliziertere Bereiche ‘

Wir beginnen mit Doppelintegralen. Bisher sollte der Definitionsbereich der
zu integrierenden Funktion f ein Rechteck der Form [a,b] X [¢,d] sein. Jetzt
gehen wir von einem Intervall [a,b] und stetigen Funktionen ¢, : [a,b] — R
mit ¢ < 1) aus. Der Definitionsbereich der Funktion f, die integriert werden
wird, soll die Menge

Gow ={(2,y) [ 7 €[a,b], p(z) <y <P(z)} (A4)

sein. (Vgl. Bild A.8; die Situation ist also genau so wie im zweiten Teil von
Abschnitt 6.4.)

Ist dann f : Gy — R stetig, so wird das Doppelintegral von f iiber G 4

durch -
I =[] * Hwy) dyda.

e aJp(r)
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erklart®®. Mit der gleichen Uberlegung wie auf Seite 80 kann man sich klarma-
chen, dass diese Zahl im Fall f > 0 das Volumen ist, das von G, und dem
Graphen von f eingeschlossen wird.

AR
: X
V(‘D
R

Bild A.8: Der ,typische“ Definitionsbereich

Hier ein Beispiel: Ist [a,b] = [0, 1] und sind ¢, 1) durch ¢(z) = 0 und ¢ (z) = 22
definiert, so ist G,y die Flache zwischen der z-Achse und dem Parabelbogen
{(z,2?) ] 0 <z < 1}. Ist dann f(z,y) =  + v, so ist wie folgt zu rechnen:

//wa - /01/:2(w+y)dydx
[ (e ) o
- (g

11
T4 10
_ 7
20

Wer mochte, kann die Definition des Integrals auf Definitionsbereiche G er-
weitern, die sich durch Einfiigen endlich vieler Hilfslinien als Vereinigung von
Mengen G, ..., Gy schreiben lassen, so dass jedes G, die Form G, . hat:

R

Bild A.9: Ein (fast) beliebiges G lisst sich in Gy, ..., Gy zerlegen

66)Man beachte: Bisher hatten wir nur den Spezialfall betrachtet, dass die Funktionen ¢
bzw. 1 konstant gleich ¢ bzw. d sind.
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Fiir f: G — R wird [[, f dann (natiirlich) als

Jor= L, el &

591 U1 Pl

erklart.

Zur Definition von Dreifachintegralen geht man ganz dhnlich vor. Man be-
ginnt mit G, wie oben, betrachtet aber nun zwei weitere ,,Gebietsdefinitions-
Funktionen® ®,¥ : Gy, — R. Wir verlangen, dass ® < V¥ gilt, der Integrati-
onsbereich wird durch

G«p,w,fb,\ll = {(-’xvya Z) | (J?,y) S th,z/)a (I)(:E7y) S z S \I/(.Z',y)}

erklart. Man sollte sich an einfachen Beispielen klarmachen, was das bedeutet:
Sind die Funktionen gp 1/), ®, U konstant, so entsteht ein Quader, und im Fall
[ab]f[_l 1] ( V]-_wa ) Vl_m27©(xay):_vl_x2_y27
U(x) = /1 — 22 — y? entsteht eine Vollkugel mit Radius 1.

Das Dreifachintegral iiber Gy o,w wird fiir ein stetiges f : Gy y.0,.0 — R

durch
b p(a) ‘I’(Zy
/// ::/ / / flx,y, z)dzdy dx
Gow.2.w a Jo(z) Jo(zy)

definiert. Zum Integral iiber Bereiche G C R3, die sich in Mengen des Typs
Gy p.3,0 zerlegen lassen, kommt man wie im zweidimensionalen Fall (A.5).

Es sollte klar sein, wie es fiir hohere Dimensionen weitergeht, wir schreiben

fiir G C R™ das Integral als
[+
G

Auf diese Weise kann man fiir alle praktisch wichtigen Definitionsbereiche ein
Integral erkldren, in vielen Féllen wird jedoch der konkrete Wert nicht zu ermit-
teln sein, da es fiir die zwischendurch auftretenden Integrale keine geschlossene
Form gibt.

‘ Der Transformationssatz fiir Mehrfaehintegrale‘

Durch den nun zu besprechenden wichtigen Satz kénnen Mehrfachintegrale
oft konkret ausgerechnet werden, auch wenn eine Rechnung entsprechend der
Definition aussichtslos ist. Wir geben eine Teilmenge G' des R™ und ein stetiges
[+ G — R vor, fiir die das Integral [ --- [, f definiert werden kann. Es kann
wie folgt berechnet werden:

e Wihle ,geschickt® eine Menge Gy C R™ und eine bijektive Abbildung
A : Gy — G. Es wird vorausgesetzt, das A stetig differenzierbar ist und
dass die Jacobideterminate det J5 von A bei keinem x € G verschwindet.

e Auch Gy soll so sein, dass das Mehrfachintegral iiber G erklirt ist.
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e Dann gilt die Formel [ --- [ f = f~~fG0(f0A)|d€t Il

In Worten: Statt f iiber G zu integrieren, kann man auch das Produkt
der Funktion f o A mit dem Betrag der Jacobideterminante von A {iber
Gy integrieren.

e Wenn man sich wirklich ,,geschickt“ bei der Wahl von Gy und A ange-
stellt hat, ist das so entstehende Integral konkret auswertbar. Wie damals
bei der eindimensionalen Integration durch Substitution gibt es allerdings
keine festen Regeln, um herauszubekommen, was , geschickt® bedeutet.
Ohne das Rechnen vieler Beispiele und einige Frustrationen kann es leider
niemand lernen.

Bemerkungen und Beispiele‘

1. Der Beweis des Transformationssatzes ist ziemlich schwierig, die Idee ist die
folgende. Man kiitmmert sich zunéchst um den Fall, dass G ein ,,winziger® Hy-

perquader ist: Go = {(z1,...,2n) | a; < z; < a; + h;}, mit ,sehr kleinen“
hiyooosh.

Nun soll G = A(Gy) sein. Da Gy ,,sehr klein“ und A differenzierbar ist, wird
G folglich in guter Niherung der von den (vorher mit hy bzw. hy ... bzw. h,

zu multiplizierenden) Spalten der Jacobimatrix J aufgespannte Schiefquader
sein®”. Das Volumen von G ist damit das Produkt des Betrages der Jacobi-
determinante von A bei (z1,...,2,) mit hy -« hy,.

Da G und Gy ,sehr klein® sind, darf man die als stetig vorausgesetzten
Funktionen als konstant annehmen. So folgt, dass die Integrale auf beiden Seiten
der Formel des Transformationssatzes (néherungsweise) gleich ,, Wert von f mal
Betrag der Jacobideterminante von A mal hq, ..., h,* sind.

Fiir beliebige Gy muss man ein ,sehr feines“ Raster anbringen, Gy wird dabei
in winzige Quader unterteilt. Auf die Unterteilungsquader wird die vorstehen-
de Uberlegung angewandt, und dann wird alles wieder zusammengesetzt. Die
Schwierigkeit besteht darin, den Uberblick iiber die verschiedenen Approxima-
tionen nicht zu verlieren. Letztlich ist es aber wirklich nur ein Zusammenspiel
aus der Definition der Differenzierbarkeit und der Formel fiir das Volumen von
Schiefquadern.

2. Als sehr einfaches Beispiel betrachten wir das Problem, das Doppelintegral
j;f f07f(a:,y) dy dz auszurechnen. Hier ist also G = [0,5] x [0, 7].

Wir wollen Gy = [0,1] x [0,1] und A(z,y) := (5z,7y) definieren. A ist
dann wirklich eine stetig differenzierbare Bijektion von Gy nach G, und die

ST)Ein Schiefquader ist eine Menge der Form {37, Nz® [0 < N < 1fiiri=1,...,n}
Dabei sind (Y. .., 2(™ linear unabhéngige Vektoren des R™. Das Volumen eines Schiefqua-
ders ist gleich dem Betrag der Determinante derjenigen Matrix, die als Spalten die z1,...,zn
hat.
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Jacobideterminante (sie ist gleich 35) st nirgendwo gleich Null. Es folgt, dass
nan f05 f07f(507 y) dy dz auch als

1,1
35/ / f(bx, Ty) dy dx
0o Jo

3. Nun wollen wir die Fléche eines halben Kreisrings K zwischen den Radien 71
und 79 ausrechnen, es ist

berechnen kann.

K={(z,y) |y >0, r1 <2° +y* <y}

[ rr T2
Bild A.10: Ein halber Kreisring

Dazu werten wir das Integral der konstanten Einsfunktion 1 iiber K aus.
Direkt ist das schwierig, wir wollen in Polarkoordinaten rechnen und den Trans-
formationssatz anwenden.

Wir brauchen, um K zu beschreiben, Radien zwischen r; und r3, und der
Winkel muss zwischen 0 und 7 variieren. Wenn wir also Gg als das Rechteck
[r1,72] X [0,7] und A durch (r,¢) — (rcosep,rsing) definieren, ist A eine
bijektive differenzierbare Abbildung mit Jacobideterminante r.

Aufgrund des Transformationssatzes fithrt unser Integrationsproblem auf die
Frage, wie groB das Integral iiber Gy fiir die Funktion f : (r, ) — 7 ist. Das ist

leicht:
~ T2 us
/ / f / / rdpdr
Go 1 0
)
= 7 / rdr
T1

1
57['(7"% — T%)

(Das Ergebnis ist nicht gerade iiberraschend, man héitte die Fliche ja auch als
Differenz der Flichen zweier Halbkreise ausrechnen kénnen.)

4. Héitte man die Fliache des ganzen Kreisrings ausrechnen wollen, gidbe es ein
kleines Problem. Der Ubergang zu Polarkoordinaten hitte doch zum Rechteck
Go = [r1,72] % [0,27] und dem gleichen A gefiihrt. Dieses A ist nun allerdings
nicht mehr bijektiv, denn bei ¢ = 0 und bei ¢ = 27 ergeben sich die gleichen
Werte.
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Damit sind die Voraussetzungen des Transformationssatzes nicht erfiillt. Er
darf aber trotzdem angewandt werden, weil durch Herausnahme einer Menge
vom Mafl Null (z.B. von {(r,0) | 1 < r < ry}) Bijektivitit gesichert werden
kann.

Diese kleine Modifikation wird haufig wichtig. Bei Zylinderkoordinaten etwa
sind die Punkte auf der z-Achse nicht eindeutig dargestellt, bei Kugelkoordina-
ten gibt es &hnliche Probleme. Trotzdem hilft der Transformationssatz, da die
,, Versager“-Mengen Nullmengen sind.

5. Als letztes Beispiel betrachten wir eine Kreisscheibe in der Ebene mit dem
Radius 79 und darauf die Funktion f(z,y) = e’ Das Integral ist direkt
nicht auszurechnen, nach Ubergang zu Polarkoordinaten wird es aber in das
Integral fom 027T re”" dy dr transformiert. Der Wert dieses Doppelintegrals kann
leicht bestimmt werden:

70 27 0
/ / re "depdr = 27r/ re " dr
o Jo 0
e—'r2 To
27 (— )
2

7r(1 —e”’o).

0

Das ist noch nicht besonders interessant, durch Grenziibergang ry gegen
Unendlich erhilt man aber die Formel

Dabei kann das Integral von f iiber den R? auch als Doppelintegral bestimmt

werden®®):
“+o0 —+o0
/ f / / o=@ v’ dy dx
R2 —o0 —o0
+oo +oo .
/ / e~V dy dx
+o00 5 +oo 5
(/ e ” dm) </ e Y dy).

Die rechte Seite ist also das Quadrat der (nichtnegativen) Zahl fjooje*wz dx,
und so sind wir schliellich bei der sehr bemerkenswerten Formel

+o0 5
/ e dr =7

— 00

68) Dazu miisste man sich vorher natiirlich klar machen, was Mehrfachintegrale im Fall un-
beschriankter Definitionsbereiche bedeuten sollen und dass sich an den Ergebnissen nichts
Wesentliches dndert, wenn man nur Funktionen betrachtet, die geniigend schnell gegen Null
gehen.
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angelangt. Diese Identitéit spielt in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine wichtige
Rolle. Durch die Substitution u := 2/v/2 folgt nimlich sofort, dass die For-
mel fj:ooc*g”?/Q dr = /2r gilt, und das erkldrt, warum der Faktor 1/v/27 in
der Dichtefunktion der Standard-Normalverteilung auftritt. (Bis zum Jahr 2001
konnte man diese Funktion noch auf jedem 10-Mark-Schein finden.)



Anhénge

Englisch fiir Mathematiker

Sie, liebe Leserin und lieber Leser, leben im 21. Jahrhundert. Was zu den Zei-
ten von Gauf§ die lateinische Sprache war, ist heute das Englische. So gut wie
die gesamte international verfiigbare mathematische Literatur ist auf Englisch
geschrieben, und auch an Universitidten in den entlegensten Winkeln der Welt
haben Sie die Chance, sich in dieser Sprache verstdndigen zu kénnen.

Im Prinzip kénnen Sie sicher alles, was Sie in der Mathematik brauchen, mit
Schulenglisch iibersetzen. Manche Formulierungen werden aber missversténdlich
sein oder fiir geschulte Ohren merkwiirdig klingen. Um dem abzuhelfen, gibt es
diesen Anhang. Er ist Thnen dringend ans Herz gelegt, wenn Sie irgendwann
einmal zum Studieren ins Ausland gehen wollen oder bevor Sie irgendwann in
spéateren Semestern einmal an einer wissenschaftlichen Konferenz teilnehmen.

Zunichst geht es um das Lesen und Verstehen englischer Texte. Das ist
ziemlich unproblematisch, denn die meisten mathematischen Begriffe heiflen im
Englischen fast genau so wie im Deutschen: ,function® steht fiir ,, Funktion®,
Hintegral® fiir ,, Integral® usw.

Wenn Sie weitergehende Ambitionen haben, so ist das im Prinzip nicht viel
schwieriger, als iiber Fahrpline oder Museums-Offnungszeiten zu sprechen, es
setzt aber natiirlich voraus, dass Sie die mathematischen Begriffe schon kennen.
Das kann Thnen nicht abgenommen werden, Sie miissen einfach fleiflig lesen, bis
Thnen neben ,function® und ,integral® auch ,fraction“ (Bruch), ,,square root®
(Quadratwurzel) und andere #hnlich fundamentale Dinge vertraut sind.

Trotzdem gibt es eine Reihe von Tipps, die fiir Sie interessant sein kénnten.
Im Folgenden finden Sie Erliuterungen zu den hdufigsten Anfinger-Fallen.

Lesen und verstehen

Das ist, wie schon gesagt, einfach. Insbesondere dann, wenn es auf die Aus-
sprache nicht so genau ankommt. Hier sind noch in alphabetischer Reihenfolge
einige Vokabeln zusammengestellt, die anders als etwa ,,function“ und ,,integral
vielleicht doch nicht von allein klar sind. Die Auswahl betrifft nicht nur Begriffe
aus der Analysis:
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absolute value: Betrag

antiderivative: Stammfunktion
arcwise  connected: wegzusammen-
héngend

area: Fliacheninhalt (vgl. auch surface)
ball: Kugel

body: Kérper (in der Geometrie)
boundary: Rand

calculus: Differential- und Integral-
rechnung

circumference: Umfang

closure: Abschluss

compactification: Kompaktifizierung
connected : zusammenhéngend
continuous: stetig

contracting: kontrahierend

countable: abzéhlbar

denominator: Nenner

dense: dicht

derivative : Ableitung (einer Funktion)
diameter: Durchmesser

domain: Definitionsbereich
eigenvalue: Eigenwert

eigenvector: Figenvektor

empty set: leere Menge

equation: Gleichung

equicontinuous: gleichgradig stetig
equilateral triangle: gleichseitiges Drei-
eck

error: Fehler (bei Ndherungsrechnun-
gen)

field: Korper (in der Algebra)

fized point: Fixpunkt

flow: Fluss (bei Differentialgleichun-

gen)
fraction: Bruch
fundamental theorem of calculus:

Hauptsatz der Differential- und In-
tegralrechnung

iff (if and only if): genau dann, wenn
inequality: Ungleichung

integer: ganze Zahl

integral domain: Integritéitsbereich (in
der Algebra)

ANHANGE

intermediate value theorem: Zwischen-
wertsatz

intersection: Schnitt, Schnittmenge
isosceles  triangle: gleichschenkliges
Dreieck

line: Gerade

line integral : Kurvenintegral

lower bound: untere Schranke

knot: Knoten (vgl. node)

manifold : Mannigfaltigkeit

map: Abbildung

mean value theorem: Mittelwertsatz
multiple integral : Mehrfachintegral
Newton’s method : Newtonverfahren
node: Knoten, Stiitzstelle (in der Nu-
merik)

normal subgroup: Normalteiler (in der
Algebra)

nowhere dense: nirgends dicht
numerator: Zéhler

piecewise continuous: stiickweise stetig
pointwise convergent: punktweise kon-
vergent

power series: Potenzreihe

prime number: Primzahl

proposition: (mathematischer) Satz
quantifier: Quantor

random: Zufall, zufillig

range: Wertebereich

real number: reelle Zahl
rearrangement: Umordnung

rectangle: Rechteck

region: Gebiet (in der Funktionentheo-
rie)

remainder: Restglied

seminorm: Halbnorm

sequence: Folge

set: Menge

sigma-field: Sigma-Algebra (in der
Maftheorie)

space (e.g., vector space): Raum (z.B.
Vektorraum)

subsequence: Teilfolge

subset: Teilmenge

sufficient : hinreichend
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surface: Fliche, Oberfliche (vgl. area)
triangle: Dreieck

unconditionally convergent: unbedingt
konvergent

363

unit: Einheit

union: Vereinigung, Vereinigungsmen-
ge

upper bound: obere Schranke

uncountable: iiberabzéhlbar

uniformly continuous: gleichméfig ste-
tig
uniformly
konvergent

void, nonvoid: leer, nicht leer
well defined: wohldefiniert

convergent:  gleichmiBig well ordered: wohlgeordnet

Sprechen

Beim Sprechen sind zwei Dinge zu beachten. Da gibt es erstens eine Reihe
von Dingen, die man wissen miisste, wenn man selber sprechen mochte, die
man aber auch durch noch so viel Lesen niemals erfihrt. Ein Beispiel: 3/4, im
Deutschen ,,drei Viertel“, heifit ,three quarters* und 7/10 ,seven tenths“. So
weit, so klar. Aber was heiit denn wohl a/b? Es heifit ,a over b*, und darauf
kann man von allein beim besten Willen nicht kommen.

Gliicklicherweise muss man sich nur ganz wenige solcher Floskeln merken.
Hier die wichtigsten:

e 3.14“ spricht man als ,three point one four®.

e 1.000.000.000 ist ,,one billion“ (im amerikanischen und meist auch im bri-
tischen Englisch; ,two billions“ sind also nicht zwei Billionen, sondern
ynur® zwei Milliarden).

e a/b heit ,a over b“ oder auch ,a divided by b*.
e ¢ - b spricht man als ,,a times b*“.

e —q ist ,minus a“ im britischen und ,negative a“ im amerikanischen Eng-
lisch.

e 7Zu a = b kann man ,,a equals b“ oder auch ,,a is equal to b* sagen.
e @ < b spricht man als ,,a less than b“ oder als ,,a is less than b*.

e Ist a > b, so sagt man ,,a greater than b oder ,a is greater than b*.
e n! (d.h. n Fakultiit) ist ,n factorial®.

e Der Binomialkoeffizient (Z) wird als ,n choose k“ gesprochen. (Als Esels-

briicke ist sicher hilfreich, dass diese Zahl die Anzahl der Moglichkeiten
angibt, k Elemente aus einer n-elementigen Menge auszuwéhlen.)

e 22 ist einfach ,x squared“, zu 2 sagt man ,,x cubed“, héhere Exponenten
wie etwa " werden ,,x to the n’th“ genannt.

Bei Potenzfunktionen ist es etwas anders, e* ist ,,e to the x* auszusprechen.
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e Sinus und Cosinus, also sinz und cos z, sind ,,Sine z* (gesprochen ,sain*)
und ,,Cosine z* (gesprochen ,kousain® mit der Betonung auf der ersten
Silbe).

e Bei Funktionen ist es einfach: f(z) heifit ,, f of z“.

e Die Ableitung f’(z) wird ,,f prime of z“ genannt.
Schreibt man die Ableitung als dy/dx, so muss man ,d y by d x* sagen.

e Das Summenzeichen Y, a; wird als ,summation a sub i, i from 1 to n*
gesprochen.

e Die /7 ist die ,,square root of z*.

Und zweitens ist es fiir das Sprechen iiber Mathematik wichtig, sich an die
»a'-wird-zu-,,an“-vor-Vokal-Regel zu erinnern: nicht ,,a island“, sondern ,an is-
land*. Das ist Thnen gewiss im nicht-mathematischen Bereich schon in Fleisch
und Blut iibergegangen, in der Mathematik muss man trotzdem besonders auf-
merksam sein.

Der Grund: Die ,,a“-wird-zu-,,an“-vor-Vokal-Regel bezieht sich auf die Aus-
sprache und nicht auf die Schreibweise. Und in der Mathematik kommen oft
einzeln stehende Buchstaben vor, wo es dann eben auf die Aussprache ankommt.
Freunde der populidren Musik mogen sich jetzt des Auftritts von Country Joe
McDonald beim legendiaren Woodstock-Festival erinnern: ,,Gimme an F! Gim-
me a U! ... Haben Sie’s gehort? Obwohl F ein Konsonant ist, spricht man
den einzelnen Buchstaben eff aus, was mit einem Vokal beginnt: daher ,an F¢.
Beim U ist es umgekehrt: Die Aussprache ju dieses Vokals beginnt mit einem
Konsonanten, daher ,a U“.

Und in der Mathematik gibt es solche einzeln stehenden Zeichen haufenweise.
Sagen (und schreiben!) Sie daher ,an M-ideal“, ,an NP-hard problem®, ,an
LP-gspace®, ,a U-test*, ,a Y-flow* (und sprechen Sie , Y“ nicht wie auf den
Karikaturen des ehemaligen amerikanischen Auflenministers Kissinger wie ,,vai,
sondern mit einem gehauchten w wie ,,wai® aus).

Und wie ist es mit Wortern, die mit H beginnen? In ,hour® hort man das
H nicht, in ,history“ sehr wohl; daher heifit es ,,an hour®, ,a history lesson“.
Bei den Sprachpflegern herrscht jedoch geteilte Meinung dariiber, wie man bei
nicht auf der ersten Silbe betonten Wortern verfahren soll: ,,a historical fact®
oder ,an historical fact“? Fowler (siche die Literaturhinweise unten) empfiehlt

«“
san‘.

Wie spricht man die griechischen Buchstaben aus? Im Prinzip, wie man sie
schreibt! Also o wie alfa, 8 wie bita, 7 wie pai etc. ¢ wird in den USA gern
fi ausgesprochen und in Grofibritannien fai, ¢ von den meisten Leuten epsilon
(mit Betonung auf der ersten Silbe) und seltener epsailon (mit Betonung auf
der zweiten Silbe).
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Falsche Freunde

So bezeichnet man Wortpaare wie to become / bekommen, die in der fremden
und der eigenen Sprache dhnlich aussehen, aber etwas ganz anderes bedeuten.
Ein anderes Beispiel ist menu / Menii: Wenn wir in einem englischen Restaurant
eines der Meniis bestellen wollen, sollten wir je nach Tageszeit nach dem set
lunch oder set dinner fragen; wer um das menu bittet, wird die Speisekarte
bekommen...

Eine zweite Art falscher Freunde kommt durch unidiomatische Ubersetzun-
gen zustande. Ein Beispiel aus der Computerei: firewall bedeutet Brandmauer
und nicht etwa Feuerwall. Ein #hnliches Unwort aus der Mathematik, aus der
Theorie der topologischen Gruppen, ist der Begriff amenable Gruppe. Das ist
der Fehlversuch, amenable group zu iibersetzen. Genauso gut hétte man wohl
superkallifragilistisch wiihlen kénnen... Die iibliche Ubertragung von amenable
group ist iibrigens mittelbare Gruppe, was noch einen Hauch des Wortspiels des
Originals erhilt.

Die letzten Beispiele waren eher stilistischer Natur, dagegen geht es bei dem
Paar must not / muss nicht ums Inhaltliche. Sie wollen ausdriicken, dass die
Losung x einer gewissen Gleichung keine ganze Zahl sein muss. Sagen Sie ,x
need not be an integer”. Wenn Sie sagen ,,x must not be an integer”, so heif3t
das: ,x darf auf keinen Fall eine ganze Zahl sein“. Im englischen Sprachge-
brauch denkt man sich ndmlich Klammern: ,# must (not be an integer)“. x
muss also das tun oder sein, was in der Klammer steht, ndamlich alles mogliche,
nur nicht ganzzahlig sein. Kurz: must not heif$t darf nicht, und need not heifit
braucht/muss nicht. (Beachten Sie noch, dass need in solchen Konstruktionen
als Hilfsverb verwandt wird; daher kein s nach need, kein erweiterter Infinitiv
mit to und keine Umschreibung der Negation mit to do.)

Hier noch ein paar Beispiele: ,,A hard problem“ ist ein schwieriges, kein
hartes Problem (es mag jedoch eine harte Nuss, a hard nut to crack, sein); ,to
make sense® heifit Sinn ergeben, nicht Sinn machen; ,,eventually“ heiflt schlief}-
lich, nicht eventuell; ;the late Albert Einstein“ bezieht sich auf den verstorbenen
Einstein, nicht seine spiate Wirkungsperiode; ,,reference® in einem wissenschaft-
lichen Text ist eine Literaturangabe und keine Referenz (das wire ein Empfeh-
lungsschreiben); ,,textbook* heiit Lehrbuch (Textbiicher gibt es beim Theater);
,faculty* heiffit im amerikanischen Englisch Lehrkorper, und ,,student® ist in den
USA jeder vom Erstkldssler bis zur Doktorpriifung. Und danach sagt man I
teach mathematics“, wo man hierzulande ,,Ich bin Mathematikprofessor® horen
wiirde.

Sie befiirchten, nicht gleich alles richtig zu machen? Das ist nicht schlimm,
denn erstens werden Sie wahrscheinlich auch so verstanden, und zweitens ist
man in Englisch sprechenden Landern fast immer sehr tolerant gegeniiber den
Sprachkiinsten von Auslandern.
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Literaturhinweise

Auf amiisante Weise lernt man gutes Englisch in den Romanen von Werner
Lansburgh, die halb auf Deutsch und halb auf Englisch geschrieben sind:

W. Lansburgh: Dear Doosie / Wiedersehen mit Doosie.
Fischer Taschenbuch.

Das Standardwerk iiber die Feinheiten des Englischen ist ,der Fowler*. Es
ist unverzichtbar fiir alle, die professionell mit dem Englischen zu tun haben,
Muttersprachler wie Nichtmuttersprachler. Urspriinglich 1926 von den Briidern
Henry Watson Fowler und Francis George Fowler geschrieben, wurde das Werk
mehrfach iiberarbeitet, zuletzt 1996.

H.W. Fowler, F.G. Fowler: Modern English Usage.
Oxford University Press. 3. Auflage 1996.

Ein elegantes Biichlein, das anhand vieler Beispiele aus der Sprachpraxis auf
die Klippen der englischen Sprache aufmerksam macht und darauf, wie man sie
umschifft, ist:

Sir Ernest Gowers: The Complete Plain Words.
Penguin (letzte Bearbeitung 1986).

Ubrigens bekam Tim Gowers, ein Enkel von Sir Ernest, auf dem Interpationalen
Mathematikerkongress 1998 in Berlin eine der Fieldsmedaillen, das Aquivalent
zum Nobelpreis fiir Mathematik!

Wer sich mit dem Schreiben mathematischer Texte auf Englisch auseinander
setzen will (oder muss), sollte zu folgenden Biichern greifen:

N.J. Higham: Handbook of Writing for the Mathematical Sciences.
SIAM (= Society for Industrial and Applied Mathematics),

2. Auflage 1998.

S.G. Krantz: A Primer of Mathematical Writing.

American Mathematical Society 1997.

R.C. James, G. James: Mathematics Dictionary.
Van Nostrand Reinhold, 5. Auflage 1992.

»Englisch fiir Mathematiker wurde im Jahr 2001 vom Autor dieses Buches und Dirk
Werner von der FU Berlin fiir die Internetseite www.mathematik.de verfasst.



ANHANGE 367

Literaturtipps

In den acht Kapiteln der beiden Béande zur Analysis sind mehrfach Fragen ange-
sprochen worden, die hier nicht vertieft werden konnten, weil sie uns zu weit vom
eigentlichen Stoff entfernt hitten. Fiir alle, die sich n&her informieren wollen,
sind hier einige Literaturtipps zusammengestellt.

Lineare Algebra

Zur systematischen Vorbereitung auf Kapitel 8 empfehle ich
G. FISCHER: Lineare Algebra (Vieweg-Verlag)

Topologie

Schon in Band 1 wurde gesagt, was eine Topologie ist. In Kapitel 5 haben wir uns
dann etwas intensiver mit damit zusammenhingenden Fragestellungen ausein-
ander gesetzt: Ist punktweise Konvergenz metrisierbar, wie kann man sie durch
eine Topologie beschreiben? Hier eine Einfiihrung in diesen Teil der Topologie,
die so genannte mengentheoretische Topologie:

B. VON QUERENBURG: Mengentheoretische Topologie (Springer-Verlag)

Funktionentheorie

Komplexe Zahlen wurden hier, wo immer moglich, parallel zu den reellen Zahlen
behandelt. Es gibt jedoch gravierende Unterschiede zwischen beiden Zahlenbe-
reichen, wenn es um differenzierbare Funktionen geht. Differenzierbarkeit wird
fir f: C — C wortwortlich wie im Fall reeller Funktionen definiert, im kom-
plexen Fall ergeben sich jedoch viel weiter gehende Konsequenzen. Zum Bei-
spiel ist jede einmal differenzierbare Funktion schon beliebig oft differenzierbar,
und beschrénkte differenzierbare Fnktionen sind konstant. Derartige Phinome-
ne werden in der Funktionentheorie studiert, zur Einfiihrung lese man

R. REMMERT - G. SCHUMACHER: Funktionentheorie (Springer-Verlag)

Differentialgleichungen

In den Abschnitten 4.6, 7.4 und 7.6 haben wir uns schon vergleichsweise ausfiihr-
lich mit gewohnlichen Differentialgleichungen auseinander gesetzt. Wer dieses
Thema systematischer studieren mochte, greife zu

W. WALTER: Gewdhnliche Differentialgleichungen (Springer-Verlag)

Differentialformen

An verschiedenen Stellen wurde behauptet, dass man den Ausdriicken dz, dy
und df /dx, die ja ,eigentlich® unendlich kleine Groen oder Quotient unendlich
kleiner Groflen sind, in der Theorie der Differentialformen einen Sinn geben
kann. Wer sich davon iiberzeugen mochte, kann das nachlesen in

K. JAENICH: Vektoranalysis (Springer-Verlag)
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Funktionalanalysis

Es wurde mehrfach betont, dass Normen dazu dienen, die ,,Grofe“ von Ele-
menten eines Vektorraumes zu messen und dass es eine Vielzahl von wichtigen
Beispielen fiir Normen gibt, unter denen man sich die fiir den jeweiligen Einzel-
fall richtige aussuchen muss. Das Gebiet, in dem diese normierten Rdume und
die darauf definierten Abbildungen untersucht werden, ist die Funktionalanaly-
sis. Ich empfehle ganz nachdriicklich:

D. WERNER: Funktionalanalysis (Springer-Verlag)

Mafltheorie

Wer durch unseren Anhang zum Lebesgue-Integral motiviert worden ist, Maf}-
theorie etwas genauer kennen zu lernen, findet ausfiihrliche Informationen in
J. ELSTRODT: MaB- und Integrationstheorie (Springer-Verlag)

Fourieranalysis

Auch dieses Thema haben wir hier nur kurz gestreift. Wer mehr dariiber erfahren
mochte, greife zu
TH.W. KOERNER: Fourier Analysis (Cambridge University Press)

Mathematik und Philosophie

Studierende der Mathematik sind — besonders in den ersten Semestern — da-
mit ausgelastet, sich mit Epsilons, Vektorraumen usw. auseinander zu setzen.
Irgendwann stellen sich aber viele die Frage, wie es denn mit der Absicherung
ihres mathematischen Wissens aussieht. Wie sicher sind die Grundlagen der
Mathematik? Lésst sich die Welt wirklich mit Mathematik beschreiben, und
wenn ja, warum? Als aktuelle Einfithrung in diese Fragen zur Philosophie der
Mathematik empfehle ich

R. HERsH: What is Mathematics, Really? (Oxford University Press)

Uberblicke, Populires

Man kann ja nicht immer nur neue Gebiete systematisch lernen, manchmal
mochte man auch einfach nur einen Uberblick iiber aktuelle Entwicklungen be-
kommen oder sich sogar einfach entspannen. Schauen Sie doch einmal in:

M. AIGNER, E. BEHRENDS: Alles Mathematik (Vieweg-Verlag),

M. AIGNER, G. ZIEGLER: Das Buch der Beweise (Springer-Verlag).

Zu den eher populdren Biichern, die auch mit Mathematik zu tun haben, soll
hier nichts gesagt werden. Sie finden Informationen dazu, die fiir Sie vielleicht

von Interesse sind, auf der Internetseite www.mathematik.de: Da sollten Sie sich
zur Seite , Anregung/Literatur® durchklicken.
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Losungen zu den ,,7¢

Zum ,,7 von Seite 6:

Angenommen, die Konvergenz von f wére gleichméaflig. Dann kénnte man zu € = 1
ein no finden, so dass |fn(z)| < 1 fir alle n > no und alle z. Insbesondere wiirde das
bedeuten, dass | fn, (z)| = |g(z)/no| < 1, d.h. |g(z)]| < no fiir alle .

Kurz: Im Falle der gleichméfligen Konvergenz muss g beschréankt sein.

Zum ,,7¢ von Seite 7:

Angenommen, (z") wiirde gleichmiBig fiir die x € [0,1[ gegen Null konvergieren.
Dann gébe es zu € = 1/2 ein no, so dass ™ < 1/2 fiir alle € [0,1[ und n > no gilt.
Insbesondere wiire stets % < 1/2 auf [0, 1 [. Das stimmt aber nicht, diese Ungleichung
ist fiir jedes o mit & > e~ (1°82)/"0 yerletzt. Da e~ (1°82)/m0 Kleiner als Eins ist, gibt es
solche z in [0,1].

Zum ,,7 von Seite 8:

Die erste Aussage: Sie folgt aus der Abgeschlossenheit von [0, 400 [: Ist a,, > 0 fiir alle
n und gilt a, — a, so ist auch a > 0.

Die dritte Aussage: Auch das folgt aus einfachen Folgeneigenschaften. Hier ist nur zu
beachten: Ist a, = b, fiir alle n und gilt a, — a und b, — b, so ist a = b. Etwas
gekiinstelt kann man es auch auf die Abgeschlossenheit der Menge {0} zuriickfiihren,
indem man die Folge (f,(1) — fn(0)) betrachtet.

Das Gegenbeispiel: Man definiere zum Beispiel f, : N — R als die charakteristische
Funktion von {n}; es ist also fn(n) = 1 sowie fn(m) = 0 fiir n # m. Diese Folge erfiillt
die geforderte Bedingung, aber sie geht punktweise gegen die Nullfunktion.

Zum ,,7“ von Seite 47 :

Man wabhle irgendeine iiberabzdhlbare Menge und versehe sie mit der diskreten Metrik.
Dann ist nur die leere Menge nirgends dicht, folglich sind alle nicht leeren Teilmen-
gen von zweiter Kategorie. Jede abzdhlbare Teilmenge kann also als Gegenbeispiel
verwendet werden.

Zum ,,7“ von Seite 75:

Der Fall A = 0 ist klar. Wir fiihren den Beweis fiir A > 0, fiir A\ < 0 sind nur die
Ungleichungen umzukehren.

Sei f integrierbar und £ > 0 vorgegeben. Dann ist auch € := /X > 0, wir finden also
Treppenfunktionen 71 und 72 mit 71 < f < 75 und fab(‘l'z(l‘) — 71(z)) do < £ Damit
gilt fiir die Treppenfunktionen A1y, Ame: Es ist A11 < Af < Are, und

./b()\Tz(ac) —Ari(z))de < Ae=e.

Also ist Af integrierbar.

Zum ,,7“ von Seite 78:
Da stetige Funktionen auf kompakten Intervallen beschrankt sind, ist jede stiickweise
stetige Funktion beschrankt. « — 1/ ist aber nicht beschrankt.

Zum ,,7* von Seite 91:

Zum Beweis der Integrierbarkeit von f sei ¢ > 0 vorgegeben. Man wihle m so grof,
dass 2 < me. Wir definieren Treppenfunktionen 71 bzw. 72 durch folgende Vorschrift:
Auf | 1/m, 1| stimmen beide mit f {iberein, und auf [0,1/m[ ist 71 gleich 1 und 7
gleich —1. Dann ist 71 < f < 72, und das Integral von 72 — 71 iiber [0, 1] ist 2/m, also
durch e abschétzbar.

Folglich ist f integrierbar.
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f liegt aber nicht in Int* [0, 1]. Fiir jede Treppenfunktion 7 auf [0, 1] gibt es ndmlich
nach Definition ein Intervall | 0, [, auf dem 7 konstant ist.

Damit ist ||f — 7, > 1.

Zum ,,7“ von Seite 96 :

Sei etwa f(z) := 1+ sinz. Es ist f > 0, aber f’ nimmt auch negative Werte an. Fiir
das zweite Gegenbeispiel betrachte man f(z) := e sin(x/e?). Die Supremumsnorm von
f ist gleich £, die Norm der Ableitung ist aber gleich 1/e. Sie wird fiir kleine £ damit
beliebig grof.

Zum ,,7* von Seite 116:

Auf C gibt es keine Korperordnung, wir haben ,,<* fiir komplexe Zahlen gar nicht
definiert.

Zum ,,7“ von Seite 122:
Fiir jedes c gilt

c

/ e a" M de = —e_xa:”'*'l‘ +(n+ 1)/ e “z"dm;
0 o 0

das folgt durch partielle Integration. Durch Grenziibergang ¢ — oo ergibt sich, dass
das Integral f0+°° e %z dr genau dann existiert, wenn f0+°° e Tx" dr existiert.
Zum ,,7% von Seite 128:

Als Ableitungen ergeben sich die folgenden Funktionen:

7 cos(x + z) 10, b,
(y+2)?
Zum ,,7“ von Seite 128:
Das erste Integral hat den Wert
cos(bv)\|* 1
(31‘7 5 )1120_371—4F57

das zweite haben wir mit der Variablen x auf Seite 119 schon einmal ausgerechnet: Es
kommt 1 heraus.

Zum ,,7“ von Seite 136:
Es ergibt sich als Ableitung:

/CO” 22e™  dt — (sin J:)OTZ(COS 2?4 gt (-1me)?

—1l—xz

2
o

t
—er V141222

Zum ,,7* von Seite 136:
Fiir n > 1 folgt durch Differentiation unter dem Integral, dass
x (CL‘ _ t)n—z

d ["@-p"t,
Py A e AR A T

dt + ezzx/l + €222 32 4 6®/1 4 e2e72.

Daraus folgt die Behauptung, denn nach Satz 6.2.1 stimmt die Ableitung im Fall n = 1
mit f {iberein.
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Zum ,,7* von Seite 179:

Der schwerwiegendste Fehler besteht darin, dass die bei verschiedenen Approxima-
tionen auftretenden Polynome nichts miteinander zu tun haben miissen. Es ist im
Allgemeinen nicht so (wie beim falschen Beweis durch die Schreibweise suggeriert),
dass das Polynom der besseren Approximation durch Hinzufiigen weiterer Terme aus
dem vorher gefundenen entsteht.

Und wenn es wirklich so wire: Eine Reihe ist doch dann konvergent, wenn die Parti-
alsummen konvergieren. Im vorliegenden Fall kann man nur garantieren, dass die zu
den Indizes ni,na, ... gehorige Teilfolge der Partialsummen gegen f konvergiert.

Zum ,,7* von Seite 194 :

Wire e’ < Me®0! fiir beliebig groBe t, so wiirde durch Logarithmieren dieser Unglei-
chung folgen, dass fiir diese ¢ auch stets t < (log M)/t + so gilt. Die linke Seite ist fiir
t — oo aber unbeschrankt, die rechte ist beschrénkt.

Zum ,,7% von Seite 198:

Nach dem Satz ist £((sint)’) = sL(sint) —sin0 = sL(sint). Die linke Seite kennen
wir aber schon, da £(cost) = s/(s* + 1).

So folgt L(sint) = 1/(s* +1).

Zum ,,7“ von Seite 252:

Im R bedeutet das, dass fiir f'(zo) rechts von xo Werte mit f(z) > f(zo) liegen und
dass man im Fall f’(z0) < 0 links von x suchen muss, um gréBere Werte zu finden.

Zum ,,7% von Seite 270:
Man setzt jeweils die Definition ein und stellt fest, dass sich in beiden Fillen die Zahl
n 82f
YT s
8:0189@ ’
=1

2,7

ergibt.

Zum ,,7% von Seite 272:

Die erste, die dritte und die letzte Matrix haben positive Unterdeterminanten.

Zum ,,7“ von Seite 351:

Angenommen, die Horgrenze liegt bei 15 Kilohertz. Dann sollte man eine Rechteck-
schwingung von einer Sinusschwingung bis zu einer Frequenz von 5 Kilohertz unter-
scheiden koénnen: Die Fourierentwicklung der Rechteckschwingung unterscheidet sich
nédmlich vom Sinus um eine Schwingung der dreifachen Frequenz.
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Cauchyscher Hauptwert 125
Cauchy-Schwarz-Ungleichung 149

Charakter 352

charakteristische Funktion 343

Determinant 237

Differentiation unter dem Int. 129, 135

differenzierbar 240, 281

Dini, Satz von 14
Diracfolge 173
Dirichletfunktion 92
Doppelintegral 353
Dreifachintegral 355

Einheitsmatrix 236
elementar 153
Englisch 361
Epsilon-Netz 30
Erhaltungsgroie 290
euklidische Norm 229

Extremwert 268, 320, 325
exponentielles Element 152

Faltung 172
Fixpunkt 37
Fixpunktsatz 37
— von Banach 38
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— von Brouwer 38
Flachenmessung 54, 86
Fourier 346

— -koeffizient 349

— -reihe 347

— -transformation 352
Funktion

— charakteristische 343
— differenzierbare 240, 281
— harmonische 314

— implizit definierte 316
— konkave

— konvexe 182

— periodische 347

— strikt konvexe 277

— strikt konkave 277

— stiickweise stetige 78

Gammafunktion 123, 139
gebrochene Ableitung 136
gleichgradig stetig 27
gleichméfig konvergent 5
Grad 180, 264

Gradient 248

Halbnorm 143

harmonische Funktion 314

Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung 97

Haupt-Unterdeterminanten 272

Hermite 216

Hesse 274

Hessematrix 274

Holdersche Ungleichung 145

implizit definiert 316

inneres Produkt 233
Integrabilitatskriterium 70
Integral

— Cauchyscher Hauptwert 125

— Differentiation unter dem I. 129, 138

— Doppelintegral 81
— Dreiecksungleichung fiir 1. 80
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— Lebesgue-Integral 339
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— Oberintegral 68

— parameterabhéngiges Integral 128

— Regelintegral 90
— Riemann-Integral 68
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— fiir Treppenfunktionen 63

— unbestimmtes 1. 98

— uneigentliches I. 118

— Unterintegral 67

Integrand 68

Integration

— partielle I. 100, 103

— L. durch Substitution 100, 106

— I. durch Partialbruchzerlegung 109

integrierbar 68
inverse Matrix 236

Jacobi 283
Jacbideterminante 303
Jacobimatrix 283

— relative J. 319

Kategorie

— erste Kategorie 41

— zweite Kategorie 41
Kettenbruch 203

Kettenregel 286
Korpererweiterungen 152
Korper mit Differentiation 151
konkave Funktion 277
kontrahierend 38

Konvergenz

— punktweise 5

— gleichméfige 5

konvex

— konvexe Funktion 182, 277
— konvexe Menge 277
Koordinatentransformation 305
Kugelkoordinaten 309
Kurvenldnge 191

Lénge einer Kurve 191
Lagrange 321
Lagrange-Multiplikator 326
Laplace 193
Laplaceoperator 313
Laplacetransformation 194
Lebesgue 339

— -Integral 344

— -Maf} 344

— -Menge 344
Leibnizformel 238
Lindelof 218

lineare Abbildung
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Liouville 149
Lipschitzeigenschaft 263, 291
— fiir lineare Abbildungen 66
— in y 217

logarithmisches Element 152
Logarithmus (in C) 304
lokal injektiv 303

lokal invertierbar 301

lokale Losung 214

L'-Norm 142

LP-Norm 144

Matrizen 235

Mehrfachintegral 80, 353

Menge

— von erster Kategorie 42

— nirgends dichte 42

— von zweiter Kategorie 42
Minkowskische Ungleichung 145
Mittelwertsatz der Integralrechnung 186
Mittelwertsatz (im R™) 260, 292
Monom 246

Monotonie des Integrals 56, 73

Nebenbedingung 320
nirgends dicht 42
Nullmenge 344

Oberintegral 68
Ordnung einer Ableitung 253
Ostrowski 150

parameterabhéngige Integrale 128
Partialbruchzerlegung 109
partielle Ableitung 127
partielle Integration 103, 232
periodische Funktion 347
Picard 218
Picard-Iterationen 223
Polarkoordinaten 308
Polynome 180, 264

positiv definit 271

positiv semidefinit 277
punktweise konvergent 5

Quadratur des Kreises 212

rational approximierbar 202
Rechteckfunktion 350
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Regelfunktion 90

relativ kompakt 34
Restglied

— nach Cauchy 188

— Integralform des R. 185
— nach Lagrange 188
Richtungsableitung 251
Riemann 59

— Integrabilitatskriterium 70
— -integrierbar 68

— -Integral 68
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— Arzela-Ascoli 31
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— H.A. Schwarz 253

— Taylor 258

— Weierstrafl 175
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o-Algebra 341
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Skalarprodukt 233
Stammfunktion 97

— Tabelle dazu 100, 101
stetig

— differenzierbar 248, 256

— gleichgradig 27

— partiell differenzierbar 253
— stiickweise 78

Streckenzug 261

strikt konkav 277
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Substitution 100, 106
Supremumsnorm 22

Transformationssatz fiir Integrale 355
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transzendent 152, 201
Treppenfunktion 59, 343

unbestimmtes Integral 98
uneigentliches Integral 118
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— von Cauchy-Schwarz 149
— von Holder 145

— von Minkowski 145
Unterintegral 67
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Vektoren 227
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